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OZET

Bu calisma l¢ bSlimden ibaret olup, birinci bdliim difee
rensiyel geometrinin temel tanim ve teoremlerine ayrilmis-
tir. Ayrica seritler teorisi ve regle ylizeyler ile ilgili

temel kavramlar da bu b&limde ifade edilmistir.

fkinci b3lim ise, son bdliimde vapilacak calismalara ha-
zirlik olmasi icin kinemstik ile ilgili temel kavramlara
ayrilmistir. Ozellikle birfyﬁzeyin bir baska ylizey lizerin-
de kapali bir edri boyunca kaymasiz ( ve kaymali ) yuvar-

lanmasi ile ilgili bazi &zellikler verilmistir.

Orijinal calismamizin yer aldig: {iclincii b&liimde de bir
ylizeyin bir baska ylizey tizerinde, kapali bir e&ri boyunca
kaymasiz ve kaymali yuvarlanmasina eslik eden kapali reg-
le ytzey ciftleri tanimlanmis, kaymasiz ( veya kaymali )
yuvarlanmaya eslik eden bu regle ylizey ciftlerinin de bir-
biri lizerinde kaymaksizin ( veya kayarak ) yuvarlandiklari
gbsterilmistir. Ozellikle, yuvarlanma hareketlerine eslik
eden hareketli ve sabit eksen ylizeyleri icin analitik bir
ifade verilmis ve bu c¢iftin de birbiri lizerinde, her t a-
ninda dogrultmanlari cakisik olacak sekilde yuvarlandikla-
ri gbsterilmistir. Ayrica yuvarlanma hareketlerine eglik
eden bu regle ylizey ciftlerinin invaryantlari arasindaki
bagdintilar da arastirailmais olup, elde edilen scnuc¢lardan

bazilari sévledir:

1) Kavmasiz yuvarlanmaya eslik eden hareketli ve sabit
regle viizeylerin acilim uzunluklari esit olmasina radmen,
dagilma parametreleri ve agilim acilari genellikle farkli-

dirlar.



2) Kaymasiz yuvarlanmmaya eslik eden hareketli ve sabit
eksen vyiizeylerinin dagilma parametreleri egittir.

3) Kaymasiz yuvarlanmaya eslik eden regle ylizeylerin
dogrultman vektérlerinin teget vektdrler clarak secil=-
mesi 6zel halinde, acgilim uzunluklar:i davanak egrilerinin
uzunluguna esit ve dagilma parametreleri sifirdir. Yine bu
¢zel durumda her bir regle yiizevin agilim agisi kendi da-
vanak edrisinin total burulmasi cinsinden verilebilir.

4) Dogrultman vektlérlerinin eriler bovunca vizey normal-
leri olarak secilmesi halinde, her bir regle yiizeyin aga—
lim wzunlugu sifirdir. Ag¢ilim agilari ise seritlerin to-
tal geodezik edriligi cinsinden verilebilir.

5) Kaymali ve kaymasiz vuvarlammava eslik eden hareketli
regle ylizeyin dayanak egrisi striksiyon cizglisi ise sabit
regle ylizeyin dayanak edrisi de striksiyvon c¢izgisi clmak
zorundadair.

6) Kaymasiz yuvarlammava eslik eden hareketli regle ylizeyin
dayanak edrisi bir geodezik ise sabit regle vizeyin dayanak

edrisi de bir geodeziktir.



1.BOLUM
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

1.1. OKLID UZAYINDA EGRILER VE DONUSUMLER
1.1.1 TANIM (O0klid Uzayi):
Bir reel afin uzay A ve A ile birlegen vektsr

uzayvi da V (n-boyutlu) olsun. V de bir
L > 5y —>>> R

ic carpimi ¥x,yeV, x= (X‘I R YEE .xn) W= (y1, .. .yn)
icin A
{x,y)= _'Zﬂxiyi
Oklid ic carpimi olareak tanimlanirsa A afin uzayi
n-boyutlu Oklid uzayi adini alir. A = B ve V=R"
alinmasi halinde 0Oklid uzayi standart Oklid u-
zayi olarak bilinir ve ED ile gdsterilir[4].
1.1.2 TANIM{Parametrik edri}):
I CR bir acik aralik olmak lUzere, diferensiyel-

lenebilir bir

of 8 I—> E
tready (X {E)

3

doniiglmil BB de bir egri olarak adlandirilir ve
bu edri & veya X (I) seklinde gdsterilir[4].
Burada I aralid: a,b€R ve t €I olmak lizere a<t<b a-
linapbilir. t deferine edrinin parametresi denir.
1.1.3 TANIM(EJrinin hiz vektdri):

EB, 3-boyutlu 0klid uzayinda bir edri,

) oA : 1 —> E3
t ——> X (t)

diferensiyellenebilir donlUsimi ile verilsin.¥Vtez
icin COA (I) egrisinin &X(t) noktasindaki hiz vek-
tord diye

a, def, do<3)

de " aE " de (B

et 5
SW=w) =



N

olmak lzere, C%Qt) € TE3(X(t) tanjant vektoOriine denirl4].
1.1.4 TANIM (yay-parametresi):
g3 de bir egri,
A ¢ I —>» E3
t —> X (t)
diferensiyellenebilir doniislimiyle verilmek Uzere

Yte€l icin

ol = 1
oluyorsa (I} egrisine birim hizli edridir de-
nir.Bu durumda t €I parametresine de vay-para-

metresi adi verilir.

1.1.5 TENIM ( regiiler egri):
Her noktasindaki hiz vektdrl sifardan farkli olan
efriye regililer edri denir.
1.1.1 TEOREM:E3 de herbir parametrik regliler egdri daima ken-
di yay-parametresi cinsinden ifade edilebilir[4]
1.7.6 TANIM:
Bir
F: g —> ET
F(P)=(f1(P),f2(P),...,fm(P)f
fonksiyonu verilsin.Buradaki reel-degerli

L e ok EYe—e—3% TR

1’
fonksiyonlarina F nin Oklid koordinat fonksiyon-

lari denir ve
F = (f1,f2,...,fm)
vazilir. 1<£i€m icin fi fonksiyonlari diferensi-

yellenebilir iseler F ye doniislim denir.
1.1.7 TANIM:
Bir oL (I) edrisi
X : 1 —> E"
diferensiyellenebilir do6nilislimi ile verilsin.Ay-

rica bir de



F : B! —>» gB

donlistimi verildidinde,

/3 =FecX : I —>E"
bileske fonksiyonu da E" de bir edri tanimlar ki
bu egriye X (I) egrisinin F ddniisiimii altindaki
resmi denir.
Bir
F : E'l—> EV
donisiminiin bir P €E® noktasindaki tiirevi (F*)p ile gGsteri-
lir ve sbyle tanimlanir: (F*)p’ \i\&)eifﬂ(p) vektdriine F(p)
noktasinda E
(F), (v) e.TEm(F<p))
vektlrinl karsilik getirir o&yle ki, vp
& : 1 —> E
t —> X (t) = p + tv
olmak lizere X (I) eJrisinin X (o)
+3rii iken, (F*)p(vp) de /3 = FoX ile tanlml%/3(l) edrisinin
/3(0) = F(p) noktasindaki hiz vektdri clarak alinirl4].
1.1.8 TANIM:

Bir

P noktasindaki hiz vek-

F : E" —=E"
donlslimi verilsin. E§er v_ € T _(p) ise (F,)_(v_)
vektdrii de E® nin AR £
t —> F(p+tv)
edrisinin t=oc daki hiz vektdrl olsun.Bdylece ta-
nimlzi
(Fup = T (0} —> T, (F(p))
fonksiyonuna F donilsiminin p noktasindaki tlirev d¢

niisimii ( Jakobian DOnilistimi) denir.
1.1.2 TEOREM:

(F*)p z TEn(p) e 1 o {(F(P))

tlirev doniisiimii bir lineer dénﬁsﬁmdﬁr[41.



1.1.3 TEOREM:
Bir " -
¥ : B —3>»E
déniistimii verilsin. E” deki bir A (I) e&risinin F

ddniislimii altindaki resmiﬁ (I) ise
7 7
ﬁ (t) = (P (X' )(t) , tE€rI
dir.Yani Jakobian doénistmili hiz vektdri olma Ozelli
gini korur[4] )

Bir p €E noktasinda Jakobian ddnlistimlinin matrisi

9% of 517
3x1 P BXZ P - S%hp
2f,1 25 B .

?fm 2fm g ZR
oX,1p 2%, ip %, 1p

. dmxn

dir [4].



1.2 SERITLER TEORIiSi

1.1.2 TANIM ( Serit ):
E% 3-boyutlu Oklid uzayinda bir ylizey M ve M {ize-
rinde bir edri
X 2 I———%MCE3
t =% x (i)
diferensiyellenebilir doniisiimi ile verilmek iizere,
(X(I), M‘)= (e@ri,yﬁzey) 2-lisine bir serit adi
verilir ve kisaca (x(t), S(t)) ile gfsterilir,bu-
rada S(t), M ylzeyinin x(I) e§risi boyunca birim
normalini ve t de x(I) edrisinin: parametresini
gbstermektedir.

T,x(I) eGrisinin tedet vektdr alanl,?, VteI icin TM(x(t))
de (‘72 Y T>= O oclacak sekilde E3 de bir vektdr alani ve S de
M ylizeyinin birim normal vektdr alani olmak {izere, T(t), Q(t)
S (t) vektbrlerine serit vektdrleri denir. Serit vektdrlerinir

tlirevleri,

dT/dt O ¢ -b T
d%?/dt|l = | -¢ 0 a ? (1.2.1)
ag/dat b -a o | |€

seklinde ifade edilebilir,burada; a,b,c serit egrilikleridir,.
x(I) egrisinin T,N,B Frenet vektdrleriyle yukarida ifade edi-

len serit vektdrleri arasinda

T =T
N Sk (1.2.2)
(b24a2) W72
c§ + b
B = =
(b2:c2) 172

bagdintisi vardir.Ayrica

N = COSG? + sin9§ ’ (1.2.3)
B =-sine? + cosg§ o



bagintilarinin da oldudu kolayca godriilebilir (Sekil 1.2.1).

¢ .
T = kN = k,(cose7 + sing§ )

oldugundan, (1.2.1) esitligi yardimiyla

k,cos@? + k sine§ = O T + c?% -b$

1 1
c = k1cose; b = —k1sine
(1.2.4)
(k1)2 i b2 . CZ

elde edilir. BSylece b ve c serit edriliklerinin geometrik yo-
rumu séyle verilebilir:

Seritin b normal edriligi, egrinin k1 e§riliginin normal diiz
lem i{izerindeki izdiistimiine esittir.Seritin c géodezik egriligi
de k1 edriliginin tedet dizlem lizerindeki izdiislimine esittir.
1.2.2 TANIM:

a,b,c serit egrilikleri olmak lizere serit,
a=0 icin edrilik seridi,
b=0 icin oskiilatdr seriGi,
c=0 icin geodezik serit

olarak adlandairailair.

T

Sekil 1.2.1



1.3 REGLE YUZEYLER UZERINE
1.3.1 TANIM (Regle yiizey):
E% 3-boyutlu 0klid uzayinda bir yiizey M olsun.EGer
W PEM noktasinda E3 in tamamen M de kalan bir dog-
rusu varsa,M ye bir regle yilizey ; p &€ M noktasindan
gec=n ve M de kalan bu dojruya da regle yilizeyin dog
rultman: denir. -

Regle ylizeylerin parametrik denklemini bulmak icin dogrult-
manlari kesen ve yilizey iizerinde bulunan diferensiyillenebilir
bir

X : I —> E3 , ICR
t —> x(t)
edrisi secilir ve regle ylizeyin dayanak egrisi olarak bilinir.
x(I) dayanak egrisinin x(t) noktasindaki doSrultmani {izerinde

dedisen bir nckta,

ct R — M
1——= A4(1) = x(t) + 1 a(t)
ile verilir,burada; a(t) birim dofrultman vektdrinii g&stermek-
tedir. BOylece regle yiizey,

Lp : IXR ——3> E3

(1.3.1)
P(e,1) = x(£) + 1 a(t)
doniistimi ile belirtilmis olur.
1.3.2 TANIM:
Bir 3
Y : xr——>=
Pie,1) = x(x) + 1 a(r)
regle ylizeyi, Vt€I icin
Pe+p,1) = Pt,1) (1.3.2)
olacak sekilde peryodik ise regle ylizeye kapalidir
denir. Buradan da g&riliir ki kapali bir regle ylzey
icin 1 nin sabit birakilmasiyla elde edilen t-para-

metri edrisi (dayanak e3drisi) kapali bir egridir.



1.3.3 TANIM:
Bir ui(t,l) regle ylizeyinde komsu iki dogrultmanin
ortak dikmesinin dodrultmanlar Gzerindeki ayaklari-
na bogaz noktasi, bogaz noktalarinin geometrik ye-
rine de regle ylizeyin bogaz (striksiyon) cizgisi
(e§risi) adi verilir.

Bir [p(t,l) regle yiizeyinin merkez noktasinin X yer vektdri;

dayanak egrisinin x(t) yer vektdri, a(t) dogrultman vektdri

ve dayanak egrisine olan u uzakligi cinsinden
X(t,a) = x(t) + u(t) a(r) (1.3.3)

seklinde ifade edilebilir. u degerini hesaplayalim. Regle yii-
zeyin ilk ikisi a(t) ve a(t)+da(t) olan ic komsu anadodrusu-
nu gdzdénline alalim (Sekil 1.3.1),

Komsu anadogdrularinin ortak dikmelerinin dogrular lizerinde-

ki dikme ayaklar:i P,p' ve Q,0" clsun

a{t} A (a(t)+a'dt) = af{t)Aa'dt
badintisindan dolayi, ilk iki komsu anadodrunun ortak dikmesi
aAa' vektdriine paraleldir. Limit halinde ?5 vektsri TB' vek-
tdrli cakisarak striksiyon cizgisinin teJeti olacaktir.Dolayai-
sivla, .

lLa,P0> =0 ;{ata'ét , PGP =0 (1.3.4)
oclacadz

gindan o, 53_>= i

clacaktir. {(1.3.3) ve (1.3.4) esitliklerinden,

<l

e P a T

gekil 1.3.1



da ax _
Co " oo

£92 g du o AN, g

ac at Y 3t
- 2
da - p da e
<E1T>+u"a{?}§ =0
cda
e g ) (1.3.5)
day?2 gt
I 5eh

bulunur. B&ylece striksiyon c¢izgisinin denklemi,

a , T
X = x(t) - 45 .”2> a(t) (1.3.6)

ifadesiyle verilebilir. BOylece striksiyon ¢izgisi regle yi-

zeyler icin dayanak egrisi olarak alinabilir. Bunun icin

u=0,<4a,T>=0 (1.3.7)
alinmasi yeterlidir
1.3.4 TANIM:
Bir lp(t,l) regle yiizeyinin anadogrulari boyunca
teget dizlemi ayni kaliyorsa regle yiizeye acilabi-
lirdir denir.
1.3.5 TANIM:
Regle ylizeyin komsu iki anadodrusu arasindaki en
kisa uzakligin anadogrular arasindaki aciya orani-
na regle ylizeyin dagilma parametresi (drali) denir
Anadogrularinin birim dodrultman vektdrii a olan bir regle
ylizeyin dralini P, ile g&sterelim. Komsu anadogrular arasinda-
ki dikme dodrultusunun birim vektdrii

o * L dAd (1.3.8)
nall

dir. Dayanak edrisinin komsu iki noktasi x(t) ve x(t)+dx(t)
oldugundan, bu noktalar arasindaki en kisa uzaklik dx vekto-

riniin a* vektdri lizerindeki dik izdiisiimi olacaqlndan,
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aaa
<fdx 7 2

Hall (1.3.9)
det( édx , a ,

Ia

dir. Anadogrularin kiiresel gdstergesinin yay elementi olan

et
1l

e

ay = faitac , (1.3.10)

komsu iki anadogru arasindaki aci olarak alinabililecedinden,

g >/ 5
b det(dx/dt , a , a ) (1.3.11)

= fain?

bulunur. Regle yilizeylerin dagilma parametreleri koordinat de-

gigsimlerine gdre en basit diferensiyel invaryanttlr[6].

1.3.17 TEOREM:
Bir qB(t,l) regle ylizeyinin acilabilir olmasi i-
¢in gerek ve yveter gart da
fir olmasidir(s].

1.3.6 TANIM:

Q¢

1lma parametresinin si-

Yie,1) = x(t) + 1 a(y)

regle yizeyi icin

L,6 = §(}.) Zax , a>

olarak tanimlanan

L : I — R

a

fonksiyonuna (p(t,l) regle ylizevinin acilim uzun-
Iudu ( adimi ) denir.
1.3.7 TANIM (Acilim acisi):
Anadedrusunun birim dodrultman vekt8ri a olan bir
LP(t,l) regle yiizeyinin anadodrularina dik bir
dogrunun, bir peryod sonra ilk konumuyla yaptigi

aciva bu regle viizeyvin acilim acisi denir.



2.1

E

n

2. BOLUM

E"™ DE HAREKETLER

DE 1-PARAMETRELI HAREKETLER

Genel olarak En,n—boyutlu Oklid uzayinda bir hareket ile,

n . % Bl = % ’ i .
E" pin yon koruyan bir izometrisini kasdediyoruz. Boyle bir

izometri, A€ S0{n) ve a € R

I

1'olmak lizere,

"A a
Lc 1

matrisivle tanimlanan bir

£: " —> g

e Sh e e : sl o ’ n L
d&niislimiiyle belirtilir. Buna gdre bir X€E" noktasinin f as-

niisimi altindaki resmi y ile g8sterilir ise

dir.

y = Ax + a (2.1.1)

2.1.1 TANIM (1-parametreli hareket):

ICR sifir: ihtiva eden acik veya kapali bir ara
1ik olsun. ICIR deki deJisken t ve E® nin direkt

hareketleri grubu R(n} olmzk {izere, elemanlari

A(t) a(t)

Y
]

tER (2.1.2)

ile verilen {ft_} ciimlesine E" nin bir 1-paramet
reli hareketi denir, burada; A(t) SO(n)-degerli ve
af{t) E{? —degerli diferensiyellenebilir fonksiyon-
lardir. Ayrica t zaman anlaminda hareketin paramet
resi kabiiledilir[3].



12

Buna gdre %: yi I dan E ye diferensiyellenebilir bir ddéniisiim

clarak disiiniiyoruz. Ayrica t=0 icin

I 0
n

(el

dir. Yani fo Ozdeglik dOnilislimlidiir. Kisalidin hatiri icin @.12)
ifadesendeki A(t) ve a(t) yerine cou zaman sirasiyla,A ve a
gbsterimini kullanacagiz.

ft(x)=A(x) + a (2.1.3)
ile verilen ft dénﬁgﬁmﬁ izometri cldu§undan ft nin inversi dai
ma mevcuttur. Yt eI icin ft nin inversini f£1 ile gbsterirsek,

f71 in matrisel ifadesi

1 T iy
- (2.1.4

dir.
Bir x €E" noktasinin {ft} altindaki y&riingesi E" de bir e
ridir. Bu edriyi (yt) ile gbsterelim. Buna gbére (yt) efrisinin

her hangi bir y(t) noktasi icin,

y(t) = £, (x)

(2.1.5)

A(t)x + a(t)

dir. (yt) edrisinin te§et vektdr alanza

. o dy _ 9f(x) (2.1.6)
¥ = 3t at
0 e i) ) df =1
olup, burada; x—ft (y(t)) dlr.(ag)ft hesaplanacak olursa,
dA T da T da.
at & a 2t a
af £ =
dt 7t



bulunur. Burada kisaligin hatirz icgin

‘ - ‘3 T = - g_a.
St = { dA/dt) A . Vt = Sta + 3t
g8sterimini kullanairsak
- s
St Ve
dfe -1 _ (25157

el

- e
elde edilir.
2.1.2 TANIM ( Ani hareket):
{2.1.7) ile verilen harekete t anindaki ani hareket
denir[ 7].
2.1.3 TANIM ( Ani duraklama ):
St=0 ve v =0 ise ani harekete ani duraklama denir[j
2.1.4 TANIM ( Ani Oteleme ):
S,.=0 ve vt#O ise ani harekete ani Oteleme denirfﬂ‘
2.1.5 TANIM ( AZni ddnme ve ani ddnme merkezi ):
?hn)= 0 olacak sekilde bir yOGEn noktasi wvarsa a-
ni harekete ani dénme ve yOcEn noktasina da ani d4ér
me merkezi denir[?].

Diger yandan, S, bir anti-simetrik matristir. Dolayisiyla

3-boyutlu 0Oklid uzzylnda Darboux vektdrl adi verilen bir vek-
tdrin tanimlanmasina yol acar. Dolayisiyla t aninda Darboux

vektdriyle belli olan bir eksen vardir ki bu eksen iizerindeki
biitiin y(t) nocktalari t aninda sabittirler, yani b&yle nokta-

lar icgin

dy

EE'YC =0 (2.1.8)

dir.
2.1.6 TANIM ( Darboux vektdrd ):
n=3 halinde

0 vv3 —vv2
vv2 —v71 0
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ve
VVt = (v71, Vv2 o VVB)

olmak ﬁzere,\/uéﬂ? igin
St(u) = WAU (2.1.9)

esitligi ile tanimlzi W vektSrine hareketin Darboux vektdrii

veya acgisal hiz vektdri denir[z].
Z2.1.7 TANIM ( Ani ddnme ekseni ):

Her t aninda (2.1.8) ile belli olan dodruya ani

ddnme ekseni veya Darboux ekseni denir.

{ft} 1-parametreli hareketinde X, ve y, mitekabil pol

noktalariysa
dy/dt = (dA/ct)x + A(dx/dt) + da/dt (2.1.10)

ifadesinde (dy/dt)=0 ve (dx/dt)=0 deferlerinin konulmasi i-

le vf sliriiklenme hizi icin

Ve = ( da/dt )x + (da/dt) (2.1.11)

oldugu g&riliir.

E3 s 3—boyutlu Oklid uzayinda iki yiizey M ve N olsun. E

3
de bir {ft} i-parametreli hareketini, her t aninda ft(M) yi-
zeyl N ylzeyine bir y(t) noktasinda teget kalacak sekilde ve-
relim. t aninda St anti-simetrik matrisiyle belli Darpoux vek
tori W olmak lizere, M ylizeyinin N yiizeyi {izerinde yuvarlan-
masi sdyle tanimlanir.

2.1.8 TANIM ( Yuvarlanma ):

W s y(t) noktasinda N ylizeyine tedet ise,

=g Vi

df, . -1
(Fe) £
0 0

ile verilen ani harekete bir yuvarlanma denir. E-
ger V teI icin ani hareket bir yuvarlanma ise,{ftg

1-parametreli hareketine M yiizeyinin N ylizeyi lize-

rinde bir yuvarlanmasi denir[7].
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2.2 En DE 1-PARAMETRELI HOMOTETIK HAREKETLER
2.2.1 TANIM (Homotetik hareket ):
E", n-boyutlu Oklid uzayinda

hA a
F = (2.2.1)
0 1

ile belirli ddniisiime E" de bir homotetik hareket

denir, burada:; h=hIn bir skalar matris, L& SO(n)

ve aéﬁi? dair (1],
buna g8re bir ern nin resmi veg" ise,

Y F(x)

{(ha)x+a (2:2:2)

2.2.2 TANIM (1-parametreli homotetik hareket):
I, sifari ihtiva eden bir aralik olsun. teI ol-_.
mak tzere,
h: I —=mR
fonksiyonu, A€SO(n) matrisi ve ae®r D matrisi t ye

1
glre diferensiyellenebilir olmak i{izere elemanlarsa,

h(t)A(t) a(t)

= (2-2.3)

&
r'-
|

0 1

biciminde tanimli {Ft} ciimlesine E- nin bir 1-pa-

rametreli homotetik hareketi denir, burada; t ha-

reketin zaman anlaminda parametresi kabul edilir] 1],
Her t icin h(t))>0 ve h(t)#st alinacaktair. Ayrica yvalnizca

Gteleme ve d6nmeden kacinmak icin sirasivla,
(dh/dt)A+h(dA/dt) # 0 ve (da/dt) £ 0 {2.2.4)

alinacaktir. B=hA denirse, h bir skalar matris oldu&undan

1 1 1

B™' = (ha)”! = t/h)A” (1/h)aT

elde edilir.
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Bir erIn noktasinin bir { Ft.} 1-parametreli homoctetik
hareketi altindaki yoriingesi E™ de bir e&ri olup, bu egri(Yé
gi

ile gBsterilirse (Yt) nin herhan bir Y(t) noktasi icin,

Yt = Ft(x) = BX + a {2.2.5)

dir. Ayrica (Yt) efdrisinin tefet vektdr alani

dy - dB dx da
—==, e = + ol RN B ™ 2
1 Y ai X B T = (2.2.6

dir. Hareketli ve sabit uzayin miitekabil sabit noktalarinda,

dY _ dx _ dB 2 da

dt " gt a *Ffa 0
olacagindan bu noktalardaki siiriiklenme hizi

é8 _, da
B dt

olur. Bu sabit ortak noktalar{;Ft}- 1-parametreli homotetik

= = 2
Ve St 0 {(2:.2:7
hareketinin ani pol noktalaridirlar ki bu noktalar (2.2.7)
denkleminin c¢Gzililmesivle elde edilirler.

2.2.3 TANIM (Mutlak hiz, slriiklenme hizi, izafi hiz):
(2.2.6) esitligindeki (dY/dt) mutlak hiz, B(dx/dt

izafi hiz, (dB/dt) x + (da/dt) de siiriklenme hizi

clarak adlandirilair.

(2.2.3) ifadesinden

g~ 1 -3 15

t (2.2.8)

elde edilir. Dolayisivla,

= -
dB_. -1 dB_.-1 da
e S Tol il
dr = =
ag Fe = = (2.2.9)
4} 0
He Vi

. | (2.2.10



o 4

-1
elde edilir. Ayrica Lpt ={dn/dt)h ' ve St = (da/ad

R .
t)A" denirse

Ht = Lpt + St (2.2.11)
?ulunur,burada; q)t bir skalar matris St ise bir anti-simetrik
matristiriﬁéa . Gorildigi gibi Lpt ve St hareketin kayma ve
yuvarlanma kismina ait matrislerdir. Hareketin kaymali yuvar-

lanma olmasini saglamak icin

Lpt;# 0 ve s 0

alinacaktar.
E3, 3-boyutlu 0klid uzayinda iki yiizey M ve N olsun. E3 de birzx
thJ 1-parametreli hareketini gbyle verelim:

(xt)(: M , 0<t <€1 diferensiyellenebilir bir ef§ri olmak
zere, her t aninda Ft(M) yvizeyi N ylzeyine %;t)z Ft(xf(t))
noktasinda tedet kalsin. Ayrica Yt(t) noktalari dedme nokta-
larinin ve ani ddnme merkezlerinin geomstrik yeri olsunlar. Bu
verilenlere badli kalarak asagidaki tanimi verebiliriz:

2.2.4 TANIM (Kaymeli yuvarlanma):
B = q7t + 8, ve W, S. ile belli Darboux vektdrii
olmak Uzere, belli bir t aninda W N ye tedet ise
(@F/at)F, "

kaymalili yuvarlanma denir. EJer her t aninda ani ha-

ile verilen ani harekete t aninda bir

reket bir kaymali yuvarlanma ise { Ft}' ye M nin

N tizerinde (x,) edrisi boyunca kaymali yuvarlanma-
b=

s1 denir[5].
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2.3 BIR KURENIN BIR DUZLEM {ZERINDE KAPALI BiR EGRI
BOYUNCA KAYMASIZ YUVARLANMAST VE BAZI OZELLIKLERI

E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir birim kiire 82 olsun.

Bir xoe;sz noktasinda 52 nin tedet dlizlemi de Ei olsun.Ayri-
ca B deki bir { x, , %, , X; } @ik koordinat sistemini, g?
birim kiiresini

X 2 & X e bs 252 1
1 2 E

ve 2 diizlemini de

x3 = -1

denklemiyle verilecek sekilde segelim. Buna gdre xo=(0,0,—1)
Dot q: - oy . : .

olsun. S° birim kiiresi lizerinde XO“noktaSLnda baslayan kapali

diferensiyellenebilir bir (xt) eg§risini gdzdnline alalim.

g3 de bir { i) } 1-parametreli hareketi,
A(t)  alt)]
£ = , A(£)ESO(3), alt)eR (2.3.1)
0 1

her £ aninda xt(t) noktasi Z: diizlemi ile dedme noktasi ola-

cak sekilde verilsin ve xt(t) noktasi t aninda

v (£) = £, (x (£)) (2.3.2)

noktasiyla cakissin ( Sekil:2.3.1)-

Sekil 2.3.1
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Diger yandan, ICIR sifara ihtiva eden bir aralik olmak ii-
zere,s2 birim kiresi {izerindeki (xt) kapali egrisi ,

X, ¢+ I ——> 82

t
t —> X, (t)
ile verilmek lizere 2 auzleml uzerlndekl (yt) kapali edrisi

2
v, = £0x, : I —> E

dir. Buradan (v,} e§risinin hiz vektdrld icin,

t
dy _ péx dA da
ac T fae ta *Y it A2y

oldugu gdrilir. Halbuki ft donistminiin matrisi

obian matrisi

6 [ (2.3.4)

dir. xt(t)EE(xt) noktasinda (Xt) edrisinin hiz vektdri dx/dt

cldu§una glre

dy _ ax

at (ft‘* (dt) (2:3.5)
clacagi da g&zdnlne alinirsa, (yt) edrisi boyunca

dy _ , ax

el A it (2.3.6)

clmak zorundadir. (2.3.6) nin (2.3.3) ile mukayesesinden or-
tayva cikan

f T dt atc

(2.3.7)
hareketin slriklenme hizi olup, dedme noktalarinda bu hizin
sifir oldudu gdrilir. Dolayisiyla siiriiklenme hizinin sifir ol-
dudu noktalar pol noktalari olarak adlandirilacagindan, (xt)
ve (yt) edrileri sirasiyla, hareketli ve sabit pol eJrileri-

dirler. BOyle noktalarin varlaga vf=0 denkleminden g&rilir.
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veya
A =<§t " daj/dt>; ?\2 =‘<§+_ , daz/dt> (2.4.3)

olarak yazilabilir. Burada ve :K uygun reel degerli fonk-
P J 1 2 y =

siyonlardir. Bazi hesaplamalardan sonra
af / at = —)1 a; ~A; ey (2.4.4)

elde edilir. Halbuki {b1 ' b2 ' E;} sistemi A ortogonal mat-

risinin karsilik geldigi lineer do&niUsim altinda {a1 ; a2 . St}

ortonormal sisteminin resmi oldufundan, ortonormal bir sistem

teskil eder. Benzer islemlerle

db./at =(c, + A)§ ,
1 1 1% (2.4.5)
db,/dt = (c, +22)§b
elde edilir. Burada c; ve ¢, uygun reel-degerli dif.bilir fonk-
sivonlardir. (2.4.5) esitliklerinden b1 ve b2 vektdr alanlarinin
(yt) edrisi boyunca, N nin konneksiyonuna gdre paralel vektdér a-

lani olduklari gdriliir. Ayrica

d-f/" dt = - (c1+7\1) b1 - (02+7\2) b2 (2.4.6)

dir.
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2.5 BiR YUZEYIN DIGER BIR YUZEY UZERINDE KAYMALI
YUVARLANMASINA AIT BAZI OZELLIKLER

E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda iki y&nlendirilebilir ylizey M

ve N olsun. M iizerinde bir dif.bilir kapali edri (xt), 0t &1,

M ve N ylzeyleri x, noktasinda birbirlerine tedet ve M ile N

0 e
nin birim normal vektdr alanlarz 51raSlyla,§ e .§ olmak ilizere

Xq noktasinda SO = SO olsun.

M ylzeyinin N yilizeyi lizerinde (x,} kapali edrisi boyunca

t
kaymali yuvarlanmasi fFE'} 1-parametreli homotetik hareketi

ile verilsin.

0 1 0 1

olmek Uzere, Yt= Ft(xt) dedme noktalar:i ve ani pol noktalarz
olsunlar. (xt) ve (Yt) egrileri boyunca, M ve ﬁ_yﬁzeylerinin
birim normal vektdr alanlari sirasiyla, § A §t ile gbste-
rilmek Ulzere, her t aninda Ft(M) ve N yizeyleri birbirlerine

te§et olacaklarindan,

(ha) (§,) = n§_ | (2.5.1)

olur.M {izerinde, (xt) edrisi boyunca M nin konneksiyonuna g&-

re paralel iki ortonormal vektdr alani a1:a1(t) ve a2=a2(t)

olmak izere, (Yt) efrisi boyunca iki vektdr alanini,

by

h_1B(a1)
(2.5.2)
h—1

b2 = B(az)

olacak gekilde tanimlayalaim. Burada, B=hA dir. a1 ve a, (xt)
boyunca paralel vektdr alani olduklarlndan;RT,jhz : I —> R

reeli-degerli fonksiyonlar olmak lzere
ApSe
da,/at = A, §, (2.5.3)

af§/at = —?\1a1 ' A

da1/dt
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ve

a§ /at = -A  a; -A, a, (2.5.4)

dir.

= AR DI sistemi (x,) boyunca ortonormal bir sistem
1 2 t : -
teskil ettiginden {b1 7 b2 . St} sistemi ce (Yt) boyunca ha-

reket esnasinda ortonormal bir sistem teskil eder. Buna gore,

db1/dt=( K W, A b-[ { + A 1 )St
db,/at=( I w A byl + A, ) 8§, (2.5.5)

as /sat=—¢( Iw Ab L+ A )by - (W Ab L +A,) b,
cdir. Buradan asadidaki sonucu verebiliriz.
2.5.1 SONUC: {2.5.2) ile tanimlanan b1 ve b2 vektdr alanlarzx
'(Yt) eSrisi boyunca N nin konneksiyonuna gdre pa-

raleldirler.



3. BOLUM

KAPALI YUVARLANMA HAREKETLERINE
ESLiK EDEN REGLE YUZEYLER

3.1 KAPALI KAYMASIZ YUVARLANMA HAREKETLERINE
ESLIK EDEN REGLE YUZEYLER

E3, 3-boyutlu 0klid uzayinda yo6nlendirilebilir iki ylzey M ve

N olsun. Baslangicta, M ylizeyi lizerinde tesbit edilen bir kapa-
11 (xt) egrisi, ICR, sifiri ihtiva eden kapali bir aralik ol-

mak Uzere,

Xy ¢ I — M

t —> x, (t)
dif.bilir d8niisiimi ile verilsin. Burada t,(xt) efrisinin yay-pa-
rametresi kabul edilecektir. Ayrica M ve N ylzeyleri X nokta-
sinda birbirlerine tefet ve M ile N nin birim normal vektdr a-

lanlari da sirasiyla, § ve S olsun.

M yiizeyinin N ylizeyi tizerinde (x ) edrisi boyunca kaymasiz
T s

yuvarlanmasi { ft } 1-parametreli hareketiyle verilsin.
A a I3 0
ft = " fo =
0 1 v 1

olmak ilizere, yt=ft(xt) noktalari dedme ve ani pol noktalari ol-
sunlar. Bu noktalarin N yiizeyi iizerinde olusturduklari kapali

egriyi (yt) ile gdsterelim. Buna gore

= f . {
Yt £ 0 X, @ I —> N

yt(t) = ft(xt(t)) , t€I
dir.
u = u1a1+u2a2, ju k= 1 , olmak ilizere, u(t) dogrultman vektor-
lerinin (xt) kapali edrisi (dayanak edrisi) ile meydana getir-

dikleri kapal:i regle ylizey,
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(p(t,l) = Xt(t) + 1 a{t) , l1emrR , jpu it =1

clsun. Burada, ve a, daha once belirtildigi gibi, (x,) edri-

29 2 t
si boyunca M nin konneksiyonuna gOre paralel iki ortonormal vek-
tdr alanad:zirx. {ft } 1-parametreli hareketinde P (t,1) regle

ylizeyinin resmi olan kapali regle ylizey de

Pe,m) =y (t) + m (£), (u(t)) , meR

ile verilsin. Burada (ft)* ' ft nin Jakobian doénlislimini gds-
termektedir. Bu kabul ve notasyonlara bagl:i kalarak asadidaki

teoremi verebiliriz.

M ylizeyinin N ylzeyi lUzerinde (zt) kapal:r efrisi bo-
yunca kaymasiz yuvarlanmasina; P (t,1l) regle viizeyi
de ayni edri boyunca Y (t,m) regle vizeyi {izerinde
kaymaksizin yuvarlanarak eslik eder.
ISPAT: M nin N ylizeyi iizerinde kaymasiz yuvarlan§251 i ft}
1-parametreli hareketiyle verilsin. Bu harekette Y (t,m) reg-
le ylizeyi sabit iken; lp(t,l) yﬁzeyi,l?(tg&)ﬁzerinde her t anin-
da, yt=ft(xt) noktasi ortak olacak gekilde hareket eder. Avrica
yt(t) noktasi { ft } 1-parametreli hareketinin t ;E}ndaki pol
noktasidir ve yt=ft£xt) noktalarinda ﬁé(ﬁ) ile q7 regle yi-
zeylerinin tedet diizlemleri cakisiktir. Hatta bu ortak tegdet
dliizlem TN (yt(t)) ile de aynadir. Her bir resim dodrultman
vektSril, baslangictaki pozisyonundan A ortogonal matrisinin
vaptirdid:i dSnme ile farkeder. Yalniz t=0 icin, AO=13 olacagin-

aan
e LA

olur. Dolayisiyla yalniz baslangi¢ aninda bu iki dogrultman vek-

tO6r ayni pozisyona sahiptir.

Ayrica f{ ft} 1-parametreli hareketiyle belli olan W Dar-

boux vekt&ri, her t aninda,
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(Sek. 3.1.1)



2

ve

fP@ yt(t) = Ty yt(t}

ortak teget diizlemlerde kalacadindan, { ft} 1-parametreli ha-
reketi, P (t,1) regle yiizeyinin LQ(t,m) regle yizeyi lizerinde
kaymasiz yuvarlanmasindan ibarettir. Yani lp(t,l) ve zp(t,m)
regle ylzevleri, M nin N lzerindeki yuvarlanmasina birbiri {i-

zerinde kaymaksizin yuvarlanarak eslik ederler B

Ozellikle, M nin N yilizeyi lzerinde kaymasiz vuvarlanmasina
hareketli ve sabit eksen yiizeylerinin nasil eslik ettiklerini
arastirabiliriz. Once bu iki regle yilzey c¢ifti icin bir anali-
tik ifade verelim. Bunun icin t anindaki Darboux vektdriinlin hezx
iki sistemde de ortak olme Ozellidinden faydalanacadiz. Clinkd
Darboux vektdrl t anindaki ani ddnme ekseni ile bellidir ve

tekdir. Ayrica, ft i 9% Sy Ye oldudundan,

= =1 o -
(:.t)* T Ty (yt) —_— TM(xt}

ve

1 T

E )y =08

dir.Dolayisiyla hareketli ve sabit eksen ylizeyleri sirasiyla,

T
P (e,1) = x (£) + Laa (v),

]

B(t,m) =y, (t) + ma ()

denklemleriyle ifade edilebilir. Burada vrt(t), i ft} 1-pa-
rametreli hareketinin t anindaki Darboux vektdri olmak lizere,

Wt(t)

“re T o

=
dir.

B8ylece M ylizeyinin N yiizeyi lzerinde yuvarlanmasina Q@ ve
E? eksen ylizeylerinin nasil eslik ettiklerini asadidaki teorem-

ile ifade edebiliriz.
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M ylzeyinin N ylzeyi lzerinde (xt)c; M kapali eg:
isi boyunca kaymasiz yuvarlanmasina, hareketli ek-
sen ylzeyi de sabit eksen ylizeyi {izerinde ayni (xt
egrisi boyunca, her t aninda doJrultman vektdrleri
ortak olacak sekilde kaymaksizin yuvarlanarak eslil

eder.
ISPAT: M ylzeyinin N yiizeyi {izerinde (xt)Cb{ kapali egrisi bo-
vunca kaymasiz yvuvarlanmasi, Yt:ft(xt) dedme ve ani pol noktal:
rinin geometrik yeri olacak sekilde, { ft} 1-parametreli hare-

‘keti ile bellidir.Burada,

A(t) a(t)

h
1

& , R(t)€s0(n), alt)eR])

v 1

dir. Herhangi bir t aninda, St=(dA/dt) At anti-simetrik matri-
si ile belli w, Darboux vektdrd @(t,1) ve _é(t,m) eksen yl-
zeylerinin ortak dogrultman vektdril cldugundan,

we (1€ Te ) felx) = Tg v,

olmak zorundadir. Bu ise fftf nin, & (t,1) nin _6 (t,m) iize-

rinde kaymasiz yuvarlanmasi oldudunu gdsterir @

3.1.3 TEOREM:
M nin N lizerinde kaymasiz yuvarlanmasina eslik eder
hareketli ve sabit eksen ylizeylerinin dadilma para-

metreleri aynidir.

ISPAT: Hareketli ve sabit eksen ylizeylerinin dagilma parametre-

leri sirasiyla, g& ve Pa ile gésterilirse,

)

det (dy/dt , 41.t . Ji_t)

R

P, =

dir. Benzer sekilde



deb (3= . a'n

29

dx s d T
£ EI:E(A_Q’t )}

dat

= 2
12 2%a

T dy

det (A~ X , AT_Qt, AT—Qt) + det(

dt

dx
at’

aln " ALt )

” ATIlt + ATJi_t” ?

oldudu gbrilir. Ayrica

it -

T

‘;‘*Tﬂ—f -2 (s.n

.T‘
A Jlt

ve AT ortogonal

Pa

elde edilir®

k)
t tl 4
T <RI
-2 {w tA.th)

1

T
el B AW )
t
0
oldudundan
= PA
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3.2 IKI YUZEYIN BiRBIiIRi UZERINDE KAPALI BiR EGRi BOYUNCA
KAYMASIZ YUVARLANMASINA ESLIK EDEN REGLE Y{ZEYLERIN
INVARYANTLARI

M ve K yonlendirilebilir iki yilizey olsunlar. M ylizeyinin N
ylizeyi Uzerinde (xt)C:M kapali edrisi boyunca kaymasiz yuvar
lanmasi § ft} i-parametreli hareketi ile verilsin. Daha &nce
tanimlandidz gibi,(xg e§risi boyunca M nin konneksiyonuna go-
re paralel olan ve M nin tanjant uzayinda kalan ortonormal vek:
tOr alanlari a, ve a, olsun. u = u

1 2 T 71 2
rultman vektdrlerinin (xt) kapali egrisi boyunca olusturduklar:

a8t uy; a, , Hull=1, dog

kapali regle ylizey

@&J)=XUU + 1 u{t), l1lemr > (3.2.1)
ve Lp(t,l) regle ylizeyinin ¢ ft} kaymasiz yuvarlanmasindzki
resmi de

Pit,m) = v (8) + m (£, (u(t)) , meR {3.2.2)

ile verilsin. Burada (ft)* 5 ft nin Jakobian ddniisiimiinii gbster-
mektedir. Ayrica t-parametresi (xt) nin yav-parametresi ola-

rak alinmistair.

Y (t,1) ve q)(t,m) regle yilizeylerinin acilim uzunluklar:

sirasivla, L, ve fﬁ ile g8sterilirse,

L, = 5(39 EA AT %%>dt ol =L
-4;(9;) (A(u) ’ g%>dt

3((93 (), agE) ae

Fug <v v ED> et

L

u

bulunur. Buna g8re su sonucu ifade edebiliriz.
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3.2.1 SONUG: M ylizeyinin N ylizeyi lzerinde kaymasiz yuvarlan-

masina eslik eden,

P(t,1)= x (£)+1 ult) ; Y(t,m= Y (B)+m (), (u)
regle yizeylerinin acilim uzunluklari birbirine
esittir.
(3.2.1} ve (3.2.2) ile ifade edilen regle ylizeylerin davyanak
efrileri ortogonal yd&riinge olmak lzere, acilim acilari, si-
rasiyla Ay ve 5\& ile g&sterilirse,

dx dx
o _§M<d(ﬁ) L ua @y,
2

- i&i okl 5y gj:‘ , 8 X)) at (3.2.3)

o dt

oldudu g8rillir. Benzer sekilde,

~ . . dy dy
’)\u = isg det( au , 2L , agh )

T~ ax - dx é°x
= det(Au,A.—T._,A—+A-—)dt
7\.u iw dt dt dtz
—- o2
7\u=§ det(Au,A%,Aé—’z‘)dt
(8 dt
2
: +§ detl u , %’é ] é—}z‘ ) at (3.2.4)
(x) dt

bulunur. Bdylece (3.2.3) ve (3.2.4) ifadelerinden dolayi asa-

§idaki sonucu ifade edebiliriz.

3.2.2 SONUC: M ylizeyinin N ylzeyi lzerinde kaymasziz vuvarlan=-
masina esglik eden ve (3.2.1), (3.2.2) ifadeleriyle
verilen regle yilizeylerin dayanak edrileri ortogo-

nal yd&riinge ise bunlarin acilim acilarz arasinda

=y = 0K ax : dx, 4
l u i u + § det(Aur A acr ¢ d—t') at
N
baintisa vardir.
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(3.2.1) ve (3.2.2} ile ifade edilen Lp(t,l) ve Ip(t,m) reg-

le ylizeylerinin dagilma parametreleri sirasiyla, P ve ﬁu ile

gbsterilirse
d d
det( g « W/ g !
Pu = > (3.2.5)
X
dtc
ve
B -det( Au , %% L fi(Au))
P = e
u {d(/ ‘HZ
ldt el
dir. Ayrica
a .. iy du
d—t(nu)—-Ad‘FAdt
oldugundan,
dx du dx .
s —det(u,ag, EE) - det({Au,x 3c ¢ Au )
u— “. du{2
ALI*T-’AEE

bulunur. (3.2.5) ifadesinin de g&zdnilne alinmasiyla bu regle yi

zeylerin dafilma parametreleri arasinda

- ]
1827 p, - cet(au,aE , Au)

at (3.2.6)
2
,liu + A %% “

bagintisi bulunur. Bbylece asadidaki sonucu verebiliriz.

3.2.3 SONUC: M yizeyinin N ylizeyi lzerinde kaymasiz yuvarlanma-
sina eslik eden ve (3.2.1), (3.2.2) denklemleriyle
verilen kapali regle ylizeylerin dralleri genellikle
farklidir. Dolayailyla q)(t,l) regle yizeyinin aci-
labilir olmasz, lﬁ (t,m) regle ylizeyinin acgilabilir

olmasini gerektirmez.

M vlzeyinin N yilizeyi Uzerinde yuvarlanmasina eslik eden ve
(3.2.1), (3.2.2) ifadeleriyle verilen (t,1) ve U (t,m) reg-

le vizeylerini g6z Online alalim. lp(t,l) nin (xt) davanak efri-
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si striksiycen ¢izgisi olsun. Bu takdirde (yt) egrisinin de
\Q (t,m) nin striksiyvon ¢izgisi olup olmadi¢ini arastirapili-

FizZ. (yt} nin striksivon ¢izgisi olmasi icin

i ]
< (Au),%}g>=o

at

olmalidir. Halbuki

C—l(Au),gX >=<23.u+Agg o¥

at dt dt * dt
=<2 82, HY (e, I

dir. (xt) efrisi striksiyon ¢izgisi oldudundan

du gx
dat ’ dt

olacaktir. Dolavisiyla
d 3y . éy
<‘£(AU) 4 %:_:> =<Au 7 d >

oldudu gdrtlir. Ayrica

0

<

t

Au = i(ATA)u

= th(Au)

olduundan ve {§ ft_} nin kaymasiz yuvarlanma olarak verilme-

sinden dolayi, reel~dederli dif.bilir bir Q fonksiyonu icgin
w A (Ru) =0 St
dir. B&ylece

(oo  FED> = 65 FED> - o

bulunur. QO halde su sonucu verebiliriz.

3.2.4 SONUC: M ylzeyinin N yilizeyi lzerinde kaymasiz yuvarlanma-
sina eslik eden WY (t,1) ve Y (t,m) regle yiizey
ciftinden;, lp(t,l) nin dayanak egrisi striksiyon

¢cizgisi ise, q) (t,m) nin dayanak egrisi de strik-
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sivon ¢izgisi olmak zorundadir.

Simdi, M nin N ylizeyi lizerinde (xt)CJ{ e¢risi boyunca kayma-
s1z yuvarlanmasina eslik eden lﬁ(t,l) ve (E(t,m) regle vii-
zeylerinden, (¢ (t,1} nin dayanak efrisi M lizerinde bir geode-
zik ise ip(t,m) nin dayanak edrisinin de N ilizerinde bir geo-
dezik olup olmavacagdina bakacagiz. (Xt)'M lzerinde bir geode-
zik ise,

GxX _ o3

ax dE " vf,c . YEC (I,R)
dt

dir. Burada D, E3 izerindeki konneksivonu gOstermektedir. N -

zerindeki konneksiyon D olmak lizere, Gauss denkleminden,

y _= dy 4y, dy \¢
D. =X = D ECE >ft

318
Qi
o

t
dir. Burada S, N nin sekil operatdriinii gistermektedir. Halbuki
ady d dx

Pay Gt ~ et B gc !
at 3
- dx ¢ ,dx
=& g v AEelE)
_ 1 dx y
= A 3= + AV

£t d
cidudundan
D. @y . g
dy dt
dt

buiunur. Buradan asag§idaki sonucu verebiliriz.

3.2.5 SONUC: M ylizeyinin N ylizeyi lizerinde kaymasiz yuvarlan-
masina eslik eden ve (3.2.1}, (3.2.2) denklemleri
ile ifade edilen Y (t,1), z?(t,m) regle ylizey-
lerinden; lp(t,l) nin_}xt) dayanak edrisi M iize-
rinde geodezik ise, U (t,m) nin (yt) dayanak egri-

si de N lzerinde geodezik olmak zorundadir.
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3.3 M YUZEYININ KAPALI BIR EGRI BOYUNCA N YUZEYi UZERINDE
KAYMASTZ YUVARLANMASINA ESLIK EDEN
BAZI OZEL REGLE YUZEYLER

M vizeyinin N ylizeyi lizerinde (x,) kapali edrisi boyunca kay-
“
masiz yuvarlanmasina eslik eden regle viizey ciftinin &zel ola-

rak

Ye,1) = x (t) + 1 T(t)
ve £343:17)
Pee,m) = y (8) + m (£),( T(t) )

secilmesi halini ele alalim. Burada T, (xt) nin tefet vektdr a-

lanidair.

Bu regle yilizeylerin acilim uzunluklari sirasiyla, L. ve fmile
4

T
gbsterilirse,

3 t , dx &y

Ly f‘f(g;,. - DAL
dx ix -

§po(E  Fdae

= LT

dir. Burada t, (xt) edrisinin yay-parametresini gSstermektedir.

ot

Bu &zel halde, (p(t,l) ve q7(t,m) regle ylizeylerinin dagilma

parametreleri, sirasivig, PT ve PT ile gbsterilsin. Buna g&re

PT = PT = 0

olur. Bdylece asagdidaki sonucu ifade edebiliriz.

3.3.1 SONUC: (3.3.1) ile verilen Y(t,1) ve Y(t,m) regle vi-
zeylerinin herbiri agilabilirdir. Ayrica bu regle
ylUzeylerin ag¢ilim uzunluklari kendi dayanak efrile-

rinin uzunluduna esittir
(3.3.1) ile verilen regle ylizeylerin acilim acilari,sirasz
ile,?\T ve 77\-,1, olsun. Buna g&re

Pt = {an , B)

(xy)
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>
H

-k.T + k.B , B »dt
§(xg< 1 2 > )

< Total bur ! H
ﬁ"f) }'2 dt , ( Total burulma )} ;

T k. dat
7‘ T ﬁgt) 2

dir. Burada k2 ve }—cz, sirasiyla {xt) ve (yt) egrilerinin burul-

>
-

malaridir. BOylece asagidaki sonucu verebiliriz.

3.3.2 SONUC: (3.3.1) ile verilen P(t,1) ve \P(t,m) regle yii-
zeylerinin acilim acilari kendi davanak egrilerinin

total burulmalari ile ifade edilebilir.

Bir baska 8zel hal clarak; M yizeyinin N yilzeyi ilzerinde (xt)

edrisi boyunca kaymasiz yuvarlanmasina eslik s=den,
¢ (£,1)
Yit,m) = v () +m (£.),( 72t} )

x (t) + 177(8)
(3.3:2)

regle ylzey c¢iftini g&zdnilne alalim. Burada 7 (t), 'T;’f“ (x, (t))
i [
de kalan ve < T , "(>= 0 ile belli olan gerit vektdridir. Bu

regle ylzeylerin acilim wuyzunluklari sirasiyila, L,& ve L"Z

ile gdsterilirse
av B
dx
-{("Q [ ?> = i

= L?
'II.,Z=L,(=0

oldugu goriiliir. Buna gdre asadidaki sonug¢ ifade edilebilir.

£
"

~e

3.3.3 SONUC: (3.3.2) ile ifade edilen Y(e,1) ve —kp(t,m) reg-
le ylizeylerinin herbirinin acilim uzunludu sifairdair.

(3.3.2) ile verilen l.P(t,l) ve _Eﬁ(t,m) regle ylizeylerinin
acilim acilarini sirasiyla, 7\7 ve 2,1 ile gdsterelim. Buna gore

Ag = j}x@‘%) , INES

&

2
dx o d°X
T N at .
f(m@z ac 2 >
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M

N

m-!—k1 <7, BY dt

xt)

7\? = 1‘”‘)b(t) dt

dir. Burada b ve b, sirasiyla, ( x, (1), S;) ve (yt(I), St)

1
N

1 sin® dt n

k
b(t) dt

Lo

o

(3.3.3)

B

seridlerinin normal edrilikleridir. B&ylece asagidaki sonucu i-

fade edebiliriz.

3.3.4 SONUC: M nin N lizerinde kaymasiz vuvarlanmasina eslik e-
den ve (3.3.2) ile verilen WY(t,1) ve Iﬁ(t,m) reg-
le ylizeylerinin herbirinin agilim agisi kendi daya-

nak egrilerinin total normal edrilifine esgittir.

Daha &6nce tanimlandigi gibi, (xt) boyunca M nin konneksivonu-
na gbre paralel iki ortonormal vektdr alani ayr @, olmak lzere
Yter igin,("? (t), az(t)> = 0 sarti saglansin. Bu durumda,
T=a2 olacadindan (Xt) M lzerinde big gecdezik olmak zorundadir.
Dolayisiyla (3.3.3) ifadesinde 6=90" olacadindan

NAp==¢ k., a&
18 (&91

olur. Benzer sekilde, '7 = a, 6zel halinde (yt) efrisi de N {lize-

rinde bir geodezik oclacagindan
:Zq::ié E1 dt ’

bulunur. Burada, k1 ve E1; 51ra51yla,_(xt) ve (yt)‘e§rilerinin

egrilikleridir. Bdylece asagidaki sonucu ifade edebiliriz.

3.3.5 SONUC: {aq,az}, (Xt) boyunca M nin konneksiyonuna g&re
paralel ortonormal sistem ve a,= 7 olmak iizere;
(3.3.2) ile tanimli Y(t,1) ve ip(t,m) regle ylizey-
lerinin her birinin acilim acisi, kendi dayanak egri-
sinin total egriligiile ifade edilebilir.

M yizeyinin N ylizeyi lizerinde (xt) kapali edrisi boyunca kay-
masiz yuvarlanmasi, yt=ft(xt) dedme noktalari ve ani pol nokta-
lari olacak sekilde, { ft } 1-parametreli hareketiyle verilsin.

St:' M nin (xt) boyunca birim normal vektdr alanin: gbstermek

tizere, bu yuvarlanma hareketine eslik eden,
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]

P, 1)

Piem = v, (6) + m (£),( §(6) ) . meR

regle yilizeyvlerinin ag¢ilaim invaryantlar: ve bunlar arasindaki i-

Xt(t) + 1 ft&J, 1eR ey
S I

liskileri arastiralim.
W(t,l) ve w(t,m) regle ylzeylerinin acilim uzunluklari sira-

siyla, Lg ve Lg ile gbsterilmek izere,

Ly = iﬁl%é'gt>dt = 0 ;

- = » éx iz
e §‘9¢1<dt ’ A§t> dt o

dir. Benzer sekilde bu regle yiizeylerin acilim acailarina ;hg ve

;\S ile gB8sterirsek,

dx dx \,
%5 £K3<d (az) ’ Si d at /
2
X

dx 3}
.{tx@ e FAS dae

dt

§(xgk1 5 B> dt

§ k., cosé dt
=y 1

jf c{t) dt
(R3

17 (xt) edrisinin edriligi ve c(t) de

{ x (1), St) seridinin geodezik edriligidir. Ayrica €, Stile

elde ederiz. Burada k

B binormal vektdrl arasindaki acidir.

axnn R

(3.3.4) ile verilen W(t,m) regle viizeyinin :AS acilim agzi-

si igin de,

s

U
3o
WM
N\
trm
r,-
ol
<
>
o
N
v
o
rr

1
<
A\
gl |
r1-
I
w|
A
oY
rt

§c39 e L

bulunur. Burada, ET (yt) efrisinin egriligi ve c(t) de ilgili
seridin geodezik efrilididir. Bdylece asagidaki sonucu verebi-
lixiz.

3.3.4 SONUC: (3.3.4) ile ifade edilen Y(t,1) ve P(t,m) reg-

le yiizeylerinin acilim acilari, sirasavla, (xta),M)
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ve (yt(I), N ) seridlerinin total geodezik edrilikleri ile
verilebilirm
3.2.6 sonucuna gbre (xt(I} ; M ) bir geodezik serit ise
(yt(I) ¥ N) de bir geodezik serit olmak zorundadir. Dolayisi
ile asaf:idaki sonucu ifade edebiliriz.
3.3.5 SONUC: (Xt)"M lizerinde bir geodez{& serit ise (3.3.4)
ile ifade edilen Y(t,1) ve \P(t,m) regle ylizeyle-

rinin ag¢ilim acilari sifira esittir.

e L Py A N - . i @
Son bir ©zel hal olarek; §” birim kilresinin Zi dlizlemi {-
zerinde {xt)(: M kapali egrisi boyunca yuvarlanmasina eslik

eden

Pee, 1) = x_(0) + 1 §_(v) , lem
= - (3.3.5)
= ve(t) +m (£), (5 () ), meR

-
=
2
|

regle yizey ¢iftini gz Oniine alalim. Burada, S2 nin 2? tze-
rinde yuvarlanmasinzi, { ft } 1-parametreli hareketiyle veril-
migs kabul ediyoruz.

Bu regle ylizeylerin acilim uzunluklar1,51ra51yla} LS ve ES

ile gbsterilirse,

By ® Ly = 10
§ 73

cldudu gdriliir. Yine (3.3.5) ile ifade edilen W(t,l) ve iﬁ(tﬁm
regle yizeylerinin agilim acilarini 51ra51yla,;H§ ve :hg ile

gbsterelim. Bazi hesaplamalardan sonra

A =
S §(x£‘) C(t) at P

-~

A= 4, F B

¢ o K1 {e; ,B» at

bulunur. Burada c(t} ve E1, sirasiyla ( xt(I), 52) seridinin
geodezik edriligdi ve yt(I) edrisinin edriligidir. Halbuki(yt)

edrisi 22 dizleminde kaldigindan, <e3,§:>= 1 dir. Dolayisiyla

A= fdg ki(t) at

olur. BOylece asadidaki sonucu verebiliriz.

3.3.5 SONUC: (3.3.5) ile verilen Iﬁ(t,m) resim regle ylizeyinin
acilim “ag1isi, (yt) nin total edriligi ile ifade .e-
dilebilir.
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3.4 KAYMALI YUVARLANMA HAREKETLERINE ESLIK EDEN
REGLE YUZEYLER VE BUNLARIN INVARYANTLARI

E%.3—boyutlu 0Oklid uzayinda iki y®&nlendirilebilir ylizey M ve

N olsun. M lzerinde tesbit edilen bir egri,

X, s
t

=

e N |

———de X, (E)

olsun. Ayrica t, x, (I} efrisinin yay-parametresi kabul edilsin.
[

M ylzeyinin N ylizeyi lzerinde kaymasiz yuvarlanmasina eslik e-

den regle yiizey ciftleri asagidaki gibi tanimlansin.

M lizerinde, (xt) egrisi boyunca M nin konneksiyonuna gdre pa-
ralel iki ortonormal vektdr alani a1= a1(t) ve a,= az(t) olmak

lzere, u = u1a1+u2a2 » BV = 1 , dogrultman vektdrlerinin kapa-

1z (xt) edrisi boyunca meydana getirdikleri regle ylizey,
Yet,1) = xt(t) + 1 ult) , Ller (3.4.1)

olsun. M nin N ylzeyi lzerinde, (xt) edrisi boyunca kaymali vu-

varlanmasi § F, } 1-parametreli hareketiyle verilsin. {E‘}

kaymali yuvarlanmasinda @ (t,1) nin resmi olan regle ylizey de
2 .

g
P(e,m) = Y (t) +m (F) , (u(t))

fED, (e

olsun. Diger yvandan F, ddniislimi,
“

[(ha) () a(t)

(3.4.2)

¢ 1
= -

matris formunda verildiginden,
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(Ft)*= hA ’
Ft)*(u) = (hA) (u) = h (Auw) ,

HF) )] = h faul = n (3.4.3)

dir. Dolayisiyla \p(t,l) nin ‘{Ft} kaymali yuvarlanmasindaki

resmi
o

Pem) =y (8) + m (AaGu(r)) ) , meR  (3.4.4)
bulunur. Boylece ésa§1daki teoremi verebiliriz.
3.4.1 TEOREM: '

M nin N ylzeyi ilizerinde (xt)C:M kapali eGrisi bo-

yunca kaymall vyuvarlanmasina, !P(t 1} regle yiize-

vi de Lp(t m) regle ylizeyi iizerinde kaymali vyu-

varlanma ile eslik eder.
iSPAT: M nin N {izerinde (x ) kapali e§risi boyunca kaymali yu-
varlanmasi { F f 1- paranetrell hareketi ile verilsin. § E }
1-parametreli naIEKetlndo lp(t m) regye yuzcyl sabit 1kentP&;D
ylizeyi,her t aninda, . Y, (t) = F (x, (£)) {?(t m) ile ortak nokta-
s1 olacak sekilde hareket eder. Ayrica Y (t) noktasa, i t} i-pa-
rametreli hareketlnln t anindaki pol nokt351d1r Ve Y (t) nokta- -
sinda F (Lp) ile q7(t m) regle ylizeylerinin teget duzlemlerl
gaklslktlr. Bu harekette her bir resim aograltman vektdr, bas-
langictaki pozisyonundan A ortogonal matrisinin vaptirdidi 4on-
me ile farkeder. Yalniz baslangic aninda AO=I3 oclacagindan bu
iki dodrultman vektdr ayni pozisyona sahiptir. Difer taraftan

her t aninda,

TFt( P) (Ft(xt(t) }) = TFt (M) (Ft (Xt(tg) }
E (3.4.5)
TEY (0) = Ty ¥ ()

dir.Ayrica { FtS 1-parametreli hareketi, M nin N iizerinde kay-

mali yuvarlanmasi oldu§undan, { Ft}- nin dSnme kismina ait‘wt
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Darboux vektdri her t aninda, Ft(M) ve N nin dedme noktasin-
daki ortak tedet dlizlemlerinde bulunacaktair. Bovlece, (3.4.5)

den d¢olayi,
WteTFt“P) Yt(t) = T? Yt(t)

olur. Dolayisiyla (3.4.2) ile verilen i Ft} 1-parametreli ha
(2%
reketi ; Y (t,1) nin Y (t,m) iizerinde (xt)(; \Q(t,l) kapali

edrisi boyvunca kaymali yuvarlanmasidirig

Simdi, M nin N lzerinde kaymal: yuvarlanmasina eslik eden
ve (3.4.1), (3.4.4) ile verilen regle ylizeylerin acilim invar-
yantlaril arasindaki jliskileri arastarabiliriz. Y(t,1l) ve

ol ; . —~— B
lp(t,m) nin a¢ilim uzunluklarai sirasiyla, Lu ve Lu ile gbste-

rilirse,
dx
L = = t 3
u 1£&5<}1' dt > d

e ay .

L, = j(\@<Au T at

o~ dx

= == 4

il j}ﬂ\ ndu , $£> at 3.4.6)
bulunur. Bdyvlece asafidaki sonug verilebilir.
3.4.1 SONUC: h=1 icin L, = Ty olur. Burada L, ¥ (t,1) nin

kaymasiz yuvarlanmadaki resminin ag¢ilim uzunlugudur

Kaymali yuvarlanmaya eslik eden; (3.4.1), (3.4.4) ile veri-

len regle yiizeylerin dayanak edrileri ortogonal ydringe olmak
~J

iizere, bu regle yiizeylerin acilim agllarlf}u_ve :Au_ile gOste-

rilirse,

:Au = _§(x ) det( u, X . & } dt,
t

[a¥%4
%u_§(Yt) det(Au,Aa——t-,AaE+A02)dt
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£ydt  (3.4.7)

DJI jof
chl e

u dt

(4% dX -
A =N %:g(Yt) det(Au , A , A

dir. (3.4.7) esitliginin (3.2.4) ile mukayesesinden asadidaki

sonug¢ elde edilir. a5 -
’}\ﬁ: P\ur

NS

(3.4.1) ve (3.4.4) ile verilen Wit,1), WY(t,m) regle yi-
o
zeylerinin dadilma parametreleri sirasiyla, Pu ve Pu olsun. Bu

na gdre

e . det ( ‘g—g P g% }
u “an z
fige

det] g% i TR éé{Au) )

It d(Au)l‘z
. d du ds o
_ h aet(% s O E) + h det(a 'E, Au, Au )
= 2
Il 2a + & 3_ it
du dx 2
h |dt|( P, + h det(aAu, A ZE, Ru)

_ (3.4.8)

fAuw + 2 =2 ”

bulunur. G6rtildidi gibi iki regle yiizeyin dadilma parametreleri
farklidir. Bbylece asafidaki sonug¢ ifade edilebilir.
3.4.2 SONUC: h=1 halinde, (3.4.8) ile (3.2.6}) ifadesinin muka-

d —
yesesinden Pu: Pu oldudu goriliir.

Son olarak, (3.4.1) ile verilen Y(t,1) regle ylizeyinin (xt
dayanak egrisi striksivyvon ¢izgisi oldudu zaman, (Yt) edrisinin
de striksiyon ¢izgisi olup olmadigina bakacadiz. EJer, (xt) eg-

risi striksiyon c¢izgisi ise, (1.3.7} den dolayz
du ax N
LG wloige P 5
olur. Benzer sekilde (Yt) nin de striksiyon c¢izgisi olmasi icgin

d ay N
< EE(Au) - = 0
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sartinin saglanmasi gerekir. O halde

" ay : du dx
S (au), S {ru+anFl, (na) g >

(iu, & +h<A%§,A§%>

elde edilir. Diger yandan,

<F-xu ’ %?é> =<Wt/\(Au) " %
<’iu b d; > = 0
ve
h‘{f‘%%.l—x%, =h<%§',-§—f§> = 0

oldugundan,

CHow  ED -

elde edilir ki bu da (Yt) efrisinin striksiyon ¢izgisi oldudunu

gbsterir. BOylece asadidaki sonuc verilebilir.

3.4.3 SONUC: M nin N lzerinde keavmal: yuvarlanmasina eslik eden
ve (3.4.1), (3.4.4) ile verilen (P(t,l), Tﬁ(t,m)
regle ylizeylerini gbz Oniine alalim. Eger, Y (t,1)
nin (xt) E?yanak efdrisi striksiyon cizgisi ise bu
durumda q)(t,m) nin (Yt) edrisi de striksiyon c¢iz-

gisidir.
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