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CZET

Bu ¢aligma, alti bolim olarak dlizenicenmigtir. Birinei pi-
limide; bir Stieltjes intsgraline bagimly limitleme matodlar:
hakkinda genel bilgiler verilmig, ik%nci bﬁlﬁm&e; "YawinsakliZi
kaeruyan ve regiiler olan metodlar" dan bahsedilmistir. Ugiineii bo
limdey Dual Toplama Metodlari arasindaki baglilik incelenmiz ve
toplama metodlary ile ilgili bazi tanimlar verilwigtir. Dordin-
cli bolimde; dizi ve seri metediarinim esasly olerak birbirlerig
den farkli olduklari izah edilmeje galigilmigtar.

Bu ¢aligmanin orijinal sayilabilecek bgliimleri, besinci ve.
altincy bolimlerdir. Beginci bolimde: Dual Topi;ma Metodlari,
(E,1)-metodu yardimiyle genellegtirilmig ve bu yolle tanimlanan
yeui metodlar arasindaki baglilik ile {lgili teoremler vérilmi§
tir. Altiner béliémde ise; bazi klasik toplama metodlarinip dual
leri hesab edilmig ve bu metodlarla, ilgili dual metodlarinin

denklik gartlari aragtirilmisgtair,



1.63LHN

BIR STIZLTIES INTEGRALIRE RaTILI LInislemy BETCOLAML

HAKEINDA GENEL BPLGiLER

Bu bélimde,
+ 00

¢(x)=j a(x,t)ds(t) {(1.1)

o
geklindeki limitlems metodlarina inceleyscefiz, Her x 2 0 igia

anlamli bulunmasy gereken G~(x) ronksijonunun,eljer lix O~ {x)=oO"
X ~pO0

sonlu limiti mevecutsa,s(t) fonksiyonu (1.1) metodu sardimiyle &7

deferine limitlenebilir denir.(l.1) mctodu,bel)i bir Torksiyon

s1nifindan yakinsak her s(i) —» s fenwsiyonuna bir 67{x)=6" li-

3

miti kargilik getiriyorsa,bu metoda yakinsakligl koruyun metod,

Ustelik 6° =s ise,regiiler metod denir[4];

(1.1) intefralinin mevcut olmasz igin,dncea

£
JE(X.t)dS(t) {1.z

1)
Stieltjos integrali her sonlu ¢Y0 igin meveut olumriidir.Bu tak-
tirde (1.1) integrali,(l.2) integralinin ¢ — @ igin limitidir,
(1.2) integrallerinin varlifini saglamak igin ise iki yol vardir,
Bunlar da agagidaki kabullerden birini vapmskiir,

(i) a(x,t) fonksiyonu her sabit x 20 ig¢in t'nin stirekli
bir fonksiyonudur ve s(t) her (G,e) aralifinda §1n1ri1 salinim-
lidar,

(ii) Tersine olarak,her (0,c¢) arslifznda s(t) sivekli ve

a(x,t) sinirl: salinimlidir,



Ozel olarak, (1.1) ifadesine bir kismi integrasyon uvgula
nabilir ve biylece (1.1) donliglimii, O € t4{+00 aralifiinda sinir-
i1 salinimly olacak bir b{x,t) fonksiyonunu uypuu zegmak sure -

tivle, o0

G“(X)=J5(t)dtb(x,t) (1.3)

o
gekxline getirileﬁilir.
TANIHM 1.1: |
(Oy+ @) aralipinda uygun bir kismi integrasyonls birbir-
lerine doniigebilen metodlara "Dual Toplama Metodlari?V de-
nir[ﬁl.
Bu tanima gire (1.1) ve (1,3) metodlari dual netodlerdir,

M
Efer s(t) fonksiyonu igin, § = z:uv dizisinin,
¥=0

Xy
G Z *aviy (147
v=0
ddnlglimini 6zel hal olarak ihtiva eden bir donligiim aranlrag, ga-
yei tabii olarak,hipotezleri (i)'deki hipetezler olan (1.1) li-
mitleme metoduns varilar, Gefcekten,eéer
6] =0
S(t)z L (t )
8v  (v¢b £ v+l) |, v=0,1,... {1.5)

konursa, bu merdiven fonksiyonunun t=v yerlerindeki sigramalary
1. Oldufundan bu fonksiyon igin,
'!‘."

v o0

o0
T(x'):ja(x,t)dS(th Za(x,v)uv -

b v=0

dir ki,bu da, n yerine yeni degigken x yazilmig clarak (1.4) do
nigimine kargilik gelir,Fakat (ii) hipctezleri altinda (1.5)
Tonksiyonunun (1.1) de yerine konmasi amaca ulagtirmaz, Cinku

(1.1) integralinin varligr yalniz slirekli s{t) fonksiyenlary i-
gin garanti altina alinmgtar[4],

-



2 .BOLUM
AKINSAKLIGI KORUYAN VE REGHLER “ETODLAR

Her sonlu (0,c) aralifinda sinirli salinimiy ve € 20 j—
¢in tanimli olan s(t) fonksiyonlarinin cimiesini Ev ile gistere
lim.Kabul edelim ki,s(t)'nin her i)O noktasindaki deferi,tu nok
tadaki s(t ¥ 0)limitleri arasindadir.Fatta basitligi sajlamak i
¢in,bu deZeri bu limitlerin aritmetik ortalamasina egit alabily
riz.Bu Gzellik daima,s(t) fenksiyonuau degiytirmak suretiyle,aa
fazla sayilabilir gokluktaki noktalara zorlanabilir,Boylece
(1.1} integrallerinin degeri defigmemekle beraber,s(t) fanksiyg
nusun her sonlu araliktaki total salinilu: enkﬁqﬁk deserini alir.

Sabit bir x ig¢in,hangi sartlar altinda (1.1) inteprali
meveut tur sorusuna agafidakl teorenm cevap vermsktedir,

TEOREM 2,.1:

+00

[ actrasce) (2.1)

-]

integralinin,t-»o igin yakinsak her s(t)fsv fonksivenu i
¢in meveut olmasi hususunda gerek ve yeter sart,
(1) a{t)'nin siirekli olmasi,

(ii) var a(t)<{+om olacak yekilde bir cd0 sayisinin var
(c,00) -

olmasidir.Bu taktirde,(0,0) ds a(t) sinirlidir ve

lim a($) = a d1r[4].
taw

- Teoremin ispatindan dnce agafidaki yardime1l teoremi vers-
lim,

YARDIMCI TEOREM 2.1;

a(t), =&t £B icin siirekli olsun ve var a(t)se 2 0 bulun
[«.7]
o '



sun.Bu taktirde her 130 sayisi igin,
-F
s{el) = S(P} = O ,ls(n)lé 1 ¢ J a(t)ds(L}}{:f

olacak sekilde, [oc,f] da tanimli vo sinivli szlinimly bir
s(t) fonksiyonu vardxr[4].
I50aT:

«{Q(I{F'<“I<"-<FF<P noxvalamnl 8yle verehiliriz ki
> !
a(B.) — a(ed >0
i1 Py 1

hallr.(u%,Pi) agik aruliginda her i igin s(t):fj:!-sign[aﬁﬁi}
-5 . A
(g}
ve [.,.(,P] nin diger noktalarinda s(t)=0 koyalim,dyle ki s(t),di
noktasinda ii 51qram351n1,f£ noktasinda ise “fi SIGTLITS1A1L YA e
sin,bBu fonksiyon Lu,ﬁ] da simirli salinimladir,(2,2)'dek: ilk i-

ki sartl saglar ve bunun igin ayni zsmanda,

£ r .
Jawrascry = 5  ACICSEICIDIEE 3 ST BV

dir,
TaQaEd 2.1%in ispaty:

(i) sgarta gercktir. Clinki a(t),mesell L, nektosiada sii-
rek§iz ise,s(t) fonksiyonu bu to noktazsinda s(t0+ G)-s(ton SNy
S1¢ramasinl yapan ve Sv'ye ajit olan bir fonksiyen 2lduiuna gﬁrﬁ
(£.1) integrali muhakkak ki meveut deiildir.

(ii) garta dé gerektir,Gilinki,eger bu sart sajleaniyorsa

ortak noktalari olmayan bir[}*k,PJ araliklar dizisi vardir oyle
Yy

~de



~l, k=oo igin °"I'{-+00 dur ve var a{t)>¢” dir.Buv takiirae,yerdin

{=,.p.] i

-~ P l - 3 R -
o1 worem .1 don dolay: ka,FQ da [s(t)l(—i— . n(dk)muxFE)-C
3 |
v f a(t)ds(t)>k olacak gekilde bir s{t) simirii snlininla Tonk
od,
Kk

siyonu vardir, [e, ’Fl\] araliginin diginda s(1)=0 itxflﬂL:T'Sia,i-:_v':\'e
K ;

ait olan vesifira yakinsayan bir fenksiyon elds edilir ni,bu TonE

siyon igin (2.1) integrali mevcut degildir.

Jartlar ayni zamanda yeterdir de.Bunlar dace.her o> ig¢in

[+
La('b)ds(t) integralinin varligini saglarlar.Bundan baska,s{i)’

uin toplamsal bir sabit kadar deffigtirilmesinin (7,1) integrali-
nin varlifing etkisi olmayacagindan linm (t)=0 kabul olilevili;

bu varlik biyikve £ igin,

p - g
I a(t)ds(t):a(fl)s(ﬂ)—a(of-)s(&%f s(Lyealt)
. o o
e3itliginden slde edilir.
TEOREM 2.2
(1.1) integral doniigiimiiniin yakinsaklair koruvan olmesi i
¢in gerek ve yeter jart,her x 2 ¢ icin s{x%,t) fenksiyonu
nun,teoren 2,1'de ifade edilen (i) ve (ii) Frelliklerine

sahip olmasl ve agagidaki sartluarin sablanmssidir.

() ¢,M ve x¢ gibl 8yle sonlu pozitif sayiler wvardir ki,

1
x 2 x, igin var a(x,t) € M dir.
(cy00)
(N,) x 2 x, igin a(x,t) diizgiin simirlidir,meucld x > oy
© 20 igin la(x,t) €.
> . X * .
(L) Her t 2 0 icin 1im a(x,t)=a (t) dir.
X~PCO
£ger bu sartlar saglaniyorsa ve ayrica a’{t) silrenli ige,

lim G*(x) = 6° limiti,
X =00



) 00
6= | *trasce) (2.%)
o
formiili ile verilir[4],
ISpAT
I.5artlar gerektir. (L) gart: icin bu derhal,
0, (t=t
S(t):{ * 0)
1 ,(F>to) {2.4)

fonksiyonundan‘anlas111r.cﬁnkﬁ bunun i¢in G (x)=a(x,t,) dir, O
halde bundan soara (L) sartinan saglandigint kabul edebiliriz,
(N;) gartinin gerekll oldufunu ise,bu saglenmadyjsy bakiix
de,bir s(t)Sy fonksiyonu vererek,bu fonksiyon igin (1.1) intep
ralinin mevout olmad:fini gostermek suretiyle ispat edecegiz,
Gerqektan;eﬁer (Nl) saglanmiyorsa,her c>0 ve >0 sayisina kargy

11k istenilen biiyikllikte x vardir ki,bunun igin;

var a{x,i)>M
cft<w

kalir.Demek ki ¢)>0 keyfi olarak segilirse,byle bir x>0 vardir

ki var n(xl,t)>1 dir,dolayisiyle bir dy>c, vardir ki,aynL za-

(Cl y0)
manda var a(x,,t)>l dir,Teorem 2,1'in (ii) sartina gére bu.
(clud )
1

dy'i ayn1 zamanda Syle Liiylk segebiliriz ki;

ver a(x,,t)<1
(dy y00)

kalir.$imdi [0,c,] ds ve d, de s(t)=0 koyalim ve yardimc: teoren

2.1 gereéince (e;,d,) de s{t)'yi tyle tesbit edalim ki,orada
4 5
|s(t)|£1 ve J-a(xl,t)ds(t)>1L
<
kalsin.Eger ¢,¢d <cpc...cdi., oluak lizere Lersad oo fepn v ]

araliklarl ve Xi<xp<...cx, , sayilari tayin ediluig ve s(i)

-6~



fonxsiyonu [O,dk_£] de tarif edilmig ises,ngaZidaki pibi dovam o-
dilir.

XK ve By sayileri Oyle biylk se¢ilmis olsua ki, » ® % -

l a(x tids(t)| = £, (2,%)

kalsin.Boyle Ek ve g sayilari vardir,Ginki tahmini vapilan in-

tegralin x—w igin bir limiti vardir.Bundan sonrs var a(x,,t)

(L\\ ,CG)
3’kgk+k2 olacak gekilde ci>dy _, keyfi olarak ve X 2%, segilir,
Nihayet d;>c, &yle biiyiik alinair ki,

var a(xk,t)>kgk+k fakat wvar a(xk.y)il (2,8)
kalsin.Bundan sonra (qy _ .*%) da 5(t)=0 koyariz ve[ck.ug da

yardimci teorem 2,1'den dolayyr;

dh
[ I R l," . 'E.'
s(ck)zs(dk)zo , ls(t)‘—.-—-— ve "(a(xk,t).u—,{b)‘yiwr_gxm)
t
(2.7}
olacak gekilde s(t)'yi tanimlariz.Boylece s(t)ésv Ve SLt)-20
dir,Fakat
€
)G’(x )l I_[a{xk,t)ds(t)l5lf l L lg LR m+k"gu_l=k"l
_ d
dir.Bunlar (2.5) ve (2.7) egitliklerinden,iigiincii integral iss l;

k
'hin kismi integrasyonuyla d-»co igin elde edilir. Clrnky é{xk,t)

(2.6) dolayisiyle t¥,  igin sinmirlidir vi t—o icin bir limite
yaklaslr.O halds (Nl) gartiy gerektir.
Nihayet (Nz) gartl da gerektir.Pir s(t‘)i-,‘s‘r fonksiyenunun

degerleri t2®c igin sifir olarak allnlrsa,[o,c] de sinirli sali-

nimiy olan keyfil bir s(t) fonksiyonu igin,

<
Mo [ a(x,t)ds(t)
x~»00 ©

-7~



liwitinin meveut olmasi gercktifi buluanr.ba s(t) fonksiyunlar:
bir YV Panach uzay:s meydana getirirler xi,burada a=={%} vlemani~
nin V'deki nermunu; “s“: var s(t) olarek tarif edirorus, i tak

(0,c) N
tirde,

c
F(s) = I&(t)ds(t) (7.4d)

Q
integrali, a(t)'nin siirekli olmasi halinde V vzaylads linecay
bir fonksiyonel gozterir ve BF(S)“=:Hax|a(t)‘dir ([1il.nf.59 Ve

51 .189-190),Demek ki,
[ R
{ acx, 0ras08) (2.9)

fonksiyonellerinin x-»w 1igin yakinsakligindan, gergeklen Lnd}
garti gikar,

Il.Jartlar yeterdir.Once (2.9) integrali her ¢»0 ve ner
,i(t}ESv igin x—»c0 olmasy halinde yakausaktir,Girki,eger s{t)
monoton azalmiyorsa,t(s) de s(t)'nin ters fonksiyonu ise (&,
iantegrali,

si¢)
I af{x,t(s)]ds
(o)

Lubesgue integraline esittir.Durada integral ig¢indeki fonksiyon
s'nin sabit olmasi halinde (L) sart: geregince x-»ac icgin yakan
sadigindan ve behis konusu biitin x ve s'ler igin amutlak dojer
bakimindan K'dan kiiglik oldugundan,Lebesgue yakinsakiik teoremin
den dolayi, x—o0 igin integral,
5{c) c
] & [t(s))ds ¢ =Ia‘<t)ds(t) , eer ¥ (1) siirekii fu.)
Sie) °
(#.10)
ifadesine yakinsar.Ayni gey monoton artmayan s(1) igin 42 ve gu

nalde sinirli salinimli hey s(t) fonksiyonu igin de gegorlidir,

—B-



lim G7(x) limitinin varlifiny jspat etmek igin,
H~p G

-l
§ a(x,t)as(t)
[-3
integralinin ve su halds,
o»
J-a(x,t)ds(t)
[ )

integralinin de,yeter derecede biiyiik ¢ ve a i¢in istenildifi wa-
dar ve yeter derecede biiyilk biitin x'ler igin dizglin olmrak, klictik
yapilabileceZini gistermek yeter.s(t)'nin bu intepgralde toplam-
sal bir sébit kadar degistirilmesi bu integralin deferini ethi-

lemeyeceginden,bu ispatta lim s(t)=0 kabul edebiliriz,Btylece,

4

4
J’a(x,t)ds(t):a(x,d)s(d)sa(x,c)s(c)wJ.s(t)da(x,t)
[ €

bulunur,

() 'nin sirekli olmasy halinde (2.9) ve (2.10)'daki in-
tegrallerin farki yeter deraceds biiylik x'ler igin istenildiji B
dar kﬁcﬁk oldugundan ve yeter dereceds biiytik ¢ i¢in birincisi
G (x)'den,ikincisi isse (2.3) integralinden istepildi®i kadsr az
farkettiginden,baylece nihayet (2.3) formiliiniin dozrulugu dé s1k
mig olur.Tabii bu formiilde O degeri, lim s(t)=s dzferine bafim
11 degildir.(Cinkii,evvelce belirtildigi gibi,bir Stieltjes integ-
rali,s(t)'nin toplaméal bir sabit kadar degismesinden etkilenmsz.

Bu sebepten dolayi,bagka bir kayit koywadan (1,1) danﬁ$ﬁ¥
minin regilerliginden sioz etmefe imkan yoktur.Bunurla veraber,

s(t)'nin meself,

£(0)=0 (2.11)
ile tanimlandifini kabul edersek durum degigir,Bu takiirde su te

orem'gaqorlidir;



TEGREM 2.,3:
8(t)'oin (2.11) tanimlamasi altinda (1.1) integral ddniigl
miniin regiler olumasi igin gerek ve yeter gart,tsoram 2.1!
deki (i) ve (ii) gartlarindan ve teorem 2.0'deki (Ni) Ve
<N2) gartlarindan baska,bir de

(L) Her t 20 igin lim a(x,t)=1
1
X-200

sartlnlln saglanmasidir [4] .
iSPAT:

(L) gartinin gerekli oldufu,yine (2.4) fouksiyonu yardi-
miyle anlg§ilir,Diger $aftlarla birlikte yater 61d1igu ise (2.3%)

formiiliinden gikar.Giinki bu halde,

o
o= [ as(t)= 150 e(t)-s(0)=s

o t-pco
dir.

-1D-



3, BOLUN
DAL LIMITLEME METODLARI ARASINDAKL RAGLILIE

Yakinsakligi koruyan bir,

o
G (x) = I a(x,t)ds(t)
o

metodu igin,teorem 2.2'den dolay: (Nl) saglanmak zorunda oldugun

dan,

1im a(x,t) ==¢(x)
t-»m

limitd weveuttur,

©l(x)'in degeri hakkinda §u sdylenebllir:Efer lim &~(x}
_ Kd €0
hi¢ olmazsa,sinirli ve t-om igin iraksek bir s(t) fonksivonu i-

¢in mevecut ise,bu taktirde,

lim a(x,t) =0 , x 20 (3,1)
-

dir.Guakii,

’ <
Jfa(x,t)ds(t)za(x,c}s(c)va(x,0)5(0)~ fs(t)dta(x,t)

o
deki heriki integral de bu s(t) igin ¢-s 0 olimasi halinde eonlu
bir limite maliktirler (ikinci integral (Nl) gartzndan ve s(t)

fonksiyonunun sinarlali@indan dolay1);Bu sebepten a(x,c)s{c)
Tonksiyonunun da.c —p g igin sonlu bir limiti vardir ve
a(x,c) —e(x)
oldu&undan.(3;l) saglanmak zorundadir,
$imdi (1.1)'deki é(t)esv'yi yine (2.11) ile tar:wlayalis,
Ayrica {3.1) de saélanlyorsa.(l.l)'deﬁ kismi integrasyon yard:-

miyle,

-
G7(x) = - [ s(t)d,a(x,t) (3.2)
[+

~11-



gikar.Bu,{1,3) tipinde bir metoddur ki,biz suna yine (1.1) meto.
dusun dualil diyeceéiz[@l.

2imdi, (1.1) ile (3.2) arssindaki bagintiyy duha ctrafl: o
larak inceleyecegiz.Onces,bir Stieltjes intepralinin tors gevrile-
wesi hakkinda yardimei bir teorem verelim,
YARDIMCI TEOREM 3.1:

a(t) fonksiyonu [O,c] aralifinda eirekli ve poelitis,

ﬁ(t);s(t)esv olsun.Ayrica,

i =f§—§%§-d[a(t)5(t)] (ALY

alalim,Bu takiirde a(y)?(y)&& dir ve

a(F)h(P)"ﬂ(d)-‘o(“‘a) J- (t)d[a(t;f(t)] (OEs{p L)

(3.4
dir[?}.

Tapar:

| B{t).s(t)ésv olduiundan a(t)s(t)ésv dir.Buna dayanerak,
H(J)?(S)ESV oldugu kolaylikla gosturilebilir.Ayrica,alt) faonisi-
yonu [O,c] aralifinda siirekli ve pozitif eldufundarn, TT%? fonksi
yoru da ayni aralikta sireklidir. a(t)Q(L)E Sv oldupundan dolay:
(3.4) e3itlifinin sag tarafindaki integralin vaerlijy artiv paran
ti edilmigtir.Bu sebeple yalniz bu esitlifi izpatiamak yeterlidir,

Bu integrsal,
n
1Z=: Ty LattR0e0-at,_dect, ]

toplamlarinin limitidir,Burada, o-t:.-to4 1:1.'.. o dt WG [“,?] araliyy

nin herhangibir pargalanma51n1 ifade etmektedir, 11')Lr T ile

i-1
ti arasinda harhangiblr gekilde allnmlslaralr ve [t l,xé Bra-

liklarinin enbliyiiklerinin uzunluklari sifira Yaklugmaktadar, ba

-12-



siretle,

n ¢
ISR e 1 . I ‘L__‘\‘l.t
523 ok [ swatacosc)

1 d [+ -— (."r > *
D a(T[act st ) alt; st . )
TIECt, L)

1

S toplaminda ©zel olarak tizt; alinirca,

S = a(tn)s(tn)_a(ta)s\to) = a(F);{F)_an)sb{)

elde edilir,Yani,

: B
a(F)s(p)aa(o()S(ﬁ-‘)-"-J-g(iﬁ d.[a(t)f(i)] i {(Ofedpin)
ol

ispatlanmig olur.Burada; e¢=0 ,F-:x alirsak sonug olarak,

»
2(0)s(x)-a(0)s(0) = [ —ts afaci)gce))

bagintisint elde ederiz.
TEQREM 3,1:
O £ tdw igin a(t)»0 ve siirekli olsun.Bunday patha,

lim a(t)=0 bulunsun ve her cdd gin M®0 cabii olwnk lizare,
t =0

var 1 < ___M
O%t<c a(t) ~ alc)

kalsin (Efer a(t),moncton olarak sifira aznliyorss L

gart mutlaka saglanir).Bger,s(0)=0 ve s(t)ésv igin,
[ -]
I a{t)ds(t)
<

integrali mevcut isze o Zaman,

o
{ s(t)da(t)
]

integrali de mevcuttur ve



o -

J-a(t)ds(t} -:L:q*?da(i}

i

.
o
T
a3y

Nt

-]
guqerlidir{#].

5} AT
4 x
Jatasr) = atracn - sttrgare)

o o4

"

cldugundan,

lim a(x)s(x) _ 0
x = -

oluugunu gostermek yeter.Simii i i(x) fonksiyonunu,

x
U e(x)+u(t)
k(x) -_L e R

oiarak tarif edellim,burads;

x

Qx) = f a(t)ds(tl,

o

QCX)GSV oldufu agikirdir ve ayrice x—woco icin Qx)

yerinaaktir,

lim Q(x) = s kabul edelim. linm K(x) = 5

oldupunu gihstepescid
s X =¥ G

Y.,
“ya1 b

Euradan k(x) fonksiyonunu;

oo
k(x) =‘J.b(x,t)dffb)
[+]

veklinde yazabiliriz,burada;

b(x,t) =
o] , (Byx) .,
b{x,t),tecrenr 2,3%in gartlariny segladifindan ve €{0):=0

bulundufundan delayi bu ifade, $(:) fonksiyonunun rogiiler nir do
nigdmiinii gosterir,.Bu sebeple liw k(x) = s dir,Diger taroftan,
X~~* 1

o<
k(x) = a(x)s(x)+ [ o u)ds(t)
Q

1o



gikar.Bu egitligin her iki tarzfiiin x— o igin lizitini zlirsak,

lim a(x)s(x) = 0
X=»00

s{0)=0 ve S(t}ESV igin pivdnine alacajiimiz iki duzl 1i-
mitleme metodu,

==

G (x) ='I s{t)dalx,t) (1,7
o
ye
— 0 ’
G (x)=-§ alx,t)ds{ 1) (3.8)
(2]

olsun.BuUtln x20 ve 20 ic¢in a(x,t) pozitif olsun,her x30

igin liw a(x,t)=0 bulunsun ve ¢'ye bagli olmzyan bir M{x)
t—P oo
ile

var 1 2 _M(x)
O0ftfc alx,t) " alx,c)

olsun veya her x20 igin a(x,t) fonksiyonu menoien clarsal
sifira yaklagsan (Eu haloe a{x,t)»Q raydl Snemsizdir,=)
alinabllir).Bu sartlar altinda (3.7 mstedu, (3.8) mie todun
da mevecutiur,Yani Sv'nin birinci metoda gdre .. nitlenchi-
len her fonksiyonu ikinci wotoda gore de Jimitienstilir v
& (x) = 6 (x)

dir[4].

ispar;
Teorem 3.1'den elde edilir,
Kargi yonde ise gu teoren pegarlidie,

TROREM 3.3%:

a{x,t) fonksiyonu (0,00) da hep %20 icin sa

3, . bl
1001 saLrnime

o

-15-



11 olsun ve t*l igin,

)

'a(x,t)l = H(x)ia(x,t_‘j--'_:'.'x,i.--l)I (5egd

bulunsun.Efer S(t)GS‘ fonksliyoinlary igin, (2,11)'den bas-
T
T

*
ka,¥X uygun bir sabit olmak ﬁacre.Itat\(i baZintisin: sag

iaysn butun t,f t ler i¢in,

}s(t)-s(£) £ x (3.10)

yart: da saflaniyorsa,(3.8) weiodu,(3,7) metodunda moveut
tur.Bu taktirde yine G7(x) = & (x) air{4].
T5EAT:

C €

J s(0aatx,t) = alx,orsre) - f alx,trasce)
o o

dolayisiyle ve (3.7)'deki integralin varligy ssbebiyle,her x20
icin ¢~ olmasi halinde a{x,c)s(c)-»0 oldubunu gostarmek ye-
ter.fFakat,

‘ a(x,c)s(c)‘ _fz M(x), a{x,c)-a(x,c-1 )! l s(c)l
= (x| [‘},(n)atacx,t)‘
c-t

5M(X){‘ Jc5§t)dta(x,t)l+| Ic(a(c)—s{Lj1dt&(x,tﬂ}
c-4 B

dir.Burada birinci integral sifira vaklagir,glinkh (3.7) integra-

li meveuttur,ikinei ise € ¥ var alx,t) kaldipindan,o da s517Tiva
e-12t<c

glder,

Buraya kadar bu bolimde,intezral formundaki dyal toplama
metodlari arasindaki baZlilifr incelsdik.Birinei bilinde asikla-
digimiz gibi; s(t) fonksiyonu yeriua {1,5) merdiven fenksiyonuny
almak,x yerine n tamsayila degigkenini koymsk ve a.(n,lz.-):-.a”L yaz-

. i K

nax suretiyle (1.1)'den,



o
(A) G = Z a . uy
O N BN

card dowigliminl elde ederiz, (2.7 ve (3.8} i+ndelorin

e
e

I
(4
&
Yo
12
Pt

burada dual ddniigiim,

@
(B) -g = %;Obnksk : ?"_-:i;x qak” n,k+l

jeklindedir,Buradaki A-motodu; ¥u. (u =s -

s s . =0) serisi
nn a-1 ' -1 ) z

nin,a=(a / watrisi yardimiyle {i~1 dizisine doniigtinling, bewoted.
Lk i

ta; {sd dizisinin,B=(b_, ) matrisi yardimiyle 1%} dizisine disg
i 1 2

gumiind belirtmektedirler.

Sayet uygun oir yolla GL‘.’K_;'E’ (veya T::]. n‘-:*," doniigdror-

Eay A ve B-metodlarina "Dual Matodlay® diyoruz.Bu ifaae,

o)
“nk © 2 byy (veya b

i =} k=az‘.kman,k+l) (35:11)
L=K

)
bagintisina denkiir[7].

wladl toplama metodlariyia iigili bazs tanimlae vepelin.
TANL 3.1

Bir 4 dizi (veya sari) metm‘.ununuﬁ toplanabilirtik aleoa,

& ile toplanabilen biitiin {s;:i dizilerinin (vaya Euh sord

lerinin) cii:nlesidir['B].
TAUIM 3,2,

Bir &4 dizi veya seri me'Ln-:in:mn(ﬁ toplanabilirlik alan:,
bazka bir B-metodunune® toplanabilirlik alani icinde ih
tiva edilirse {yani (ﬁc:&f ise}; "B,A'dan daha kuvvetli-
dir" denir[5].Bagka Llr ifadoyle; A vo B iki toslana me-
toau olmak iizere,A-limiticnwvilen her dizi ayu:

B-limitlenabilir ise; "B,A'dan daha kuvvetlidir" g3

B2 A yazilir ([8),sr.11).
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5 ve B iki toplama metcdy .imak Uzers eb Zer,A ve E netodis

]

rl ile limitlenebilen her §u} dizisi ig¢in limit defarle-
ri de birbirine esit ise,"A ve B-metedlary tutuarliaiev ae
([8] ,s£.27).
TARYM 3.4

A ve B iki toplama metodn clsunlar,Efer,43 B ve B2 A ise,

"A ve B-metodlara denktzr“ denir ([u]'al 313,

Simdi,bu boliimde integral formundaki dual metodlar igin
ispatladifimz teoremlerin,toplan formundaki dual mevedlar icin
karyilik gelen ifadelerini varelia,

Teoram 3,2'ye agagidaki teouren karsilik gelir,

TEOREM 3.4

[Ys

LY}

il

ger n,k=0,1,2,... i¢in arxi&‘)O ve k- igin an,y-—-hD ive
ve Mn'bﬁyﬁklﬁéﬁ k'ye bagli olmamak izere (3u halde a. "

nin &zel olarak monoton bhip yekilde safira vaxlagwasi ha-

linda)

kll 1 léﬁn (3.12)
g;% %ng %n %41 ik

ise,A-metodu B-metodunda ma¢cuttur[h].

Teorem 3.3'e da ageZidaki toorem Kargalik gelir,

TEOREM 3,5
. «.
Eger her n=0,1,2,,., igin % b "2 Serisi mutlax yskan

e

sak ise ve her k igin,

o .
, gbngl.‘. LR (

ise,B-metodu A-metodunds mavcuttur[#].

ot
-
o
i
st
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shete wdindzdekd halde o bumosyilr iwak geere tar

i

t
J

&

Teorem 3,3'Un hog oluoacsn L L 10) garttul ,bura:
] K3 H

-y

cobhsiyonu 1le yetinilabilir, Yosn: (5.10DY sartina s e, tay

’

voeir (e,c4l) zraliface ait ol n 1,y 1gin ihkbiyag varasv

[ AN

¥

setazler altinda (3.10),a5ikér o, 9rok Fondtligindan

Teorem 3,4 ve Tzorem Fet oconraiydekl toors

TUOILEM 3,61

Egsr her n igin,

0£a £
n,k+i

qnank ;oa,k=0,1,2,...,

sartinl saglayan, Odq 1
il

Varsa, &k ve B-metodlary donecirler,Ayny goy,

Tekil bir parametre alinva.: helionde de Fays

plralnak mdimkila olebilmiyviv, oo boliedilen torr o

ASEE:

[ A

:

5
Moa

'1,')_:18 [ A
&lde o

La

e



o oilimde, dizi ve seri o :ilayriesn ssoals clarsk biroie

serinden farkli olduklariny iznt ocdeco )

Sz,
B-metodanu, A-metedunun uyeilandiji Eux ssriginin ¥ smi
teplanlar dizisini, Bz(bnk) wateial yardamiyle fg 3 diciclaa o
ndigiiren bir dizi metodu olarak i/ada etmigtik, Rurada; Fu. s=

risi ile 5'31;} dizisi arasihdsk: {liskiden delayi, & ve & metods

larinin farkli olmsdiklari sorusu wila pelebilir. (linki; A-met.

du ‘?"uk serisinin terimlerine, ¥-ueiodu da aymi seriain kiswl
toplamlar dizisine uypulanmakiadir,
Simdi, A ve B-metodlari arw:indaki farkil agliklamaZa galigs

Iim. {G:]] ve {'r:n!. dizileri arasinda; toplamin sirasini deg

"
s

7

-
«+
e

it

mel mimmiiin ise,

o0 &y
Gh = %--_: fuk%k = Z_', "1 (;{x_sk—l‘}

k.
oo
= Z_:_‘]" “ak T k) )dk

‘(_;...
oo
- -
= 2... 1‘_|_S}_ =T
e i, K n
geklinde bir vafinty vardir. Fakat toplamin sivesing degigtir -

ek her zaman miimkiin olmadigindrn (‘:[10] 287.205), & ve B-mevcdla

ri denx olmayabilirler, Bununla beraber, B'nin rvepillar ulmizy i

vin gerek ve yeter gart: A'nin regifler olmasidir, Bunu 4w

T

bt oe-

delin,

1.8 regiler olsun. Bu taktirde B:(bn]() matrisi,
o
i)y 3
k=1

(ii) lim e ..
= subit i
1L 5 00 bnk“o y har itk igir

'bﬂk, £ K , her n i.ia,

T2 Qe



Lartiariey saglar ([lj,nf.éﬁ).

I idi.
S S TR P |

o
“nk” ;kbni = a7

o
(i)'den, %;i'bnkl k:llank“&n,k+ll£ K , ker n icih.(w.l)

o L
(iii)'den, lim Z b= 1iw 22 (an}:"&n.kd)
n-soo k=l n

[PEE ST 1% § -

(ii)'den, her sabit k igin lim Ppr=0 o lim (Er‘k--‘.}.nik__i_l)

Truw OG
. =0
- apx™ W B Lkl
Nl [~ 00 ¥
ve
lim 8,z 1 oldugundar;
N0
lim a .= lim BT eee Yim ank=1 . (423
N r
Ti=t GO -8 0 D00

ner sabit k ir;in, bulunur,. A:(aﬂ_) matrisi igin, (4.1) va {4.2)
jurtlary gergeklendiginden A resiilardir.

IT.5abul edelim ki A regiiler .lsun. Bu ftaktirde o:0s )

Y

s
melrisi,
6o
(1) Z lank-—an k+1|£ M , her n igin,
k=l !
(ii) lima_ =1 , her sabit x igin,
ok
n-+ 00
gartlariny saglar ([1),sf.68).
) b
NI S _ - %Y iy £ s ‘o R S
(i)'den, . Iank “n,k+ll = ._’,‘r.ﬂhI Ko, beronoigia. .
k=1 NN (4.3

—-g ]



fii)'den, lim anxwl. » hur sabit k oi3ia, idi.
n-peo

e

[-+]
Pric™ %1(aﬂk”an.kf1“:"ani"an drlaamangde .

1 a1
lim ank=3. o her x igia = 11@ anlzl .
Tlep O el A3 4
O helde, :
lim, }: b1 (ki)
n—as K=l
lim b .= liw (a , -a L 2= lima . - lig a -
n-_aoonk R300 nk T kel 00 nk Ns0a n, i+l
= 1-1 =0 (4.3)
bulunur. B:(b ) matrisi igin* n(ﬁ), {(4,4) ve (4 ;) @&rylarl

gerqeklandiginden, B regﬂlerdir soyleca igpat tamam}anmlq oluf

By A'ya denk o¢mak zarunda doiildir, Ayrica A ve B metodla
rrnin tutarli olmalari da gervkmss. Yani bir dizi, hem A nem ds
E limitlenebildifginde; A va B liwitloeri uuﬁsmak zoruiada dagildl
ler. Bu, A ve B'nin reglilar old tlarany kabul glsck ve battq A
ve Bfnin toplanabilirlik alanl&rinin qaqulk oldugunu iurvatfnk
bile hiyledir. Bu, agagidaki tasremle ifade ve lepat sdlimigtin
TEOREM 4.1: _

Ayni toplaﬁgﬁiliriik dlénlna sahilp olan fakat tuiaria olaia

yan A,B giﬁi regiiler iki duxi metod verdir{:l.

Bununle barahar, ﬁyguﬁ kigitlamalarla, A limitlensbilir hor
dizipin ayni 1im1ta B lim1tlenebsltr cldufunu veya 4 ile B y-:—
degigtirdigi gaman benzer HonBo geqerllligini ispat otamek mﬁ@
kiindiir. Bu sonuqlardan he*biri' "4 B-rmetodlari iutariidip® Uner

mesini ihtiva eder,
5
a_ u , (4,6)
k=0 nk 'k

- 2



Ya
o0
. (h o
22 b, (2
k=0

serilerinin kismi toplamlar dizitle i arasinds;

k Ly
& ,u.=9 b .5 .ib..5
. Diid o ni”i Tak'k

Lajiintisi vardir, Su halde, verilwn bir n igin (4.6) ve (#.7)
‘serilerinin biri yakinsak ise dijcrinin yakinsak clmasi lgin g=
rek ve yater 5aft; k=00 igin,

. -. - z,- J\

nkB ™ Y e (5.8
olmasidir, EZer bu mﬁmkﬂnsé, {57 ve it}i di#iléri arasinda}

¥ 5

. - ’ . P

G, = T4V, (5.9)
egitlifi gergeklénmis olacaktir, .Ju haide, Zuk serisi A ils tQQ
landifinda, iski digzisinin B ile limitlenebilmesi ic¢in gerak ve

vater gart; (4.8)'in. her n i¢isn Jdofru olmaes: ve
V=V, nwe® igin. {4,10)

clmasidir, Bu durumda A ve B limitieri afas;ndéki fark v olacak
tir, Biylecs, herhangi A limitlenabilip dizihin, ayni limite B

limitlenebilip aiﬁ;si igin gerek ve yeler gart; A toplanubilme-
nin v=0 olacak seﬁilaé (#,10)'un jegerliligini  gerehtirsesidir.
Benzer dﬁsﬁncé, A ile B yerdegistiicdiginde gegarlidir. Ayrica,

A ve B'nin tutarli olmamas igin poarek ve ﬁeter gart: v=0 ocle-
cak geokilde (4.10)'u gegerli kilan enez bir B limitlenebilir ai

zinin mevecut nlmaSLdlr[B]. Bunl.r¢an bagka, A seri ve B dizi e

todlary arasinda agagidaki Szellifin varlifi de bilinmektediv:



Toplanabilirlik alani, neriheaglbir regiiler seri teplams
mwetodunun toplanabilirlik alss: iginde ihtiva eiilusyen rogiitor
ulzl teplema metodlari meveuttur, Diger tar«fian, tonlenambiiir-
iik alani, herhangibir regiiler izl toplama msieduaun toplanabl
iirtik alani iginde ihiiva edilu:yen regiler seri toplama maiod

izra mavcuttur[S].

24



5. BOLUM
DUAL TOPLAMA METODLARININ GEHKLLESTIRILMES

TAKIM 5,1:

A=(ank) matrisi s={s} dizicini, {c;} dizisine dinligtirsiin,
13

Yani;
m ) —
G, = B Sy v RE0L,2, 0., (3.1)
k=o
olsun,Efer,
1 & g : .
o= , Lo & {Z.25
R oR ;:O(V)G: n (n—) s

ise, “fsx;i digisi ‘G deferins ‘(A,El)—'1i_nd.tlenebilirdir" dg—

nir,Bu ifsde,

w Ii .
' oo _ A s
LD CICNEEI s > CPagy » n=0,1,2,..,
k=o 27 wzo

geklinde férmﬁle édilebilir.

Yukar1da,{su} dizisini {t"} dizieine doniigtiirecek sekxilde te
nimlanan B—metoéu,bir'dizi netodudur,Bu metedun vegiiler olmasy i-
cin gerek ve yétgf $ar£;

() = (4 f(ﬂ)aw) D n,ks=0,1,2,... (5.%)
27 vmo )
matrisinin hif T-;atrisi-olmasidlr.
TEGREM 5,1:

A=(ank) bif f—ﬁgtrisi isé,B:(bnk)'da ﬁir P-matrisidir.Fakat

bunun karéiil herzamén Gogru deﬁiidir.
ISPAT:

A=(ank) bir P-matrisi olsun, Bu taktirde,

-25-



S, =+ s (a-——bca) ici. f.}‘:-—h,, (33 —F 5 )

Aur &, regililer bir metod oldufue u her gaminsal ajzivi, sahinga

Ay
L

slduszu degsre limitleyecektir,U haide,

G';}--*s {(n— o2 ) .2 tn-rrs (n—+oe )

dur,Bu; "A bir T-matrisi ise B du Lip Tematrisi® eldugunu jspat-
lar.Bunun kargitinin genel olarak gagerli olmadifiny kargit wir
drnek ile gosterelim.,

B:(bnk) matrisini:

ok-1 '
' =, (Ofkek;)
n ]
nk T} -2

0 s (k¥n)

o

clarak aialim.A ve B matrisleri arasindaki baélﬁti dolayisiyle

it(auk) matrisini;El_metodunun;

n n

1 n. — G B=V LY
DT TE e (O s G;= 2_ (-1 Lprde,
27 v=0 vz Y

vwiklinde tanimlanan ters ddaugitnii ([9]) yardimiyle elde odiien,

n
. n-v . n, . v
a = - e on H = }. ¢ -
nk ;O( l) (V)c L‘J;i 1 nsk Oi 12,

. ‘-}i

ifadesinl kullanarak hesab edelim,ﬁ:(hrk) egensel iy matyris
dufundan; k»v igin bvk=() dir.Buna gire,

_21;-—1

n
nk - Uk v M

k-1 & n-v.n, &£ v
- 2 Wil-V,. R
= {Z (-1} SEDBECY (o
v=0 v=0

vag taraftaki i1k toplamin dafer: .
D_ e 0y n-v. v

I B ¥

(2+b)" = %;%(v)a b
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Binem egitlifl peredince (a=-1 | Lzl konuidugundsz) O dzr.[uisci
3 § i

toplan iza,

Z< l)\(n) (- 1)1‘ b 1]

dir.Bunu time varim yelu ile gﬁ;t;relim.

(i) k=l igin 1=1 dir.

{11) k- 1 igin }m'( ) ’“} t~1)k —i - L) oldufFunu kabul e¢-
v=0

delinm.
(1ii) k d¢in (ii)'nin doj~vulugunu gosterelin,
Z(z)()_zwn“c“wz)m
V=0

k-1, n -1

=(-1) et ¥ ( )

=<~—1>**[<:1>--<§::§ Jeetan
alde edilir.Son ifadede (ii)'dehi k-1 yerine k geltis bulund.lun
dan esitlikin dogrulufu 1spat1 nwrgliir.
Buna gire,

(_1)11'-!-1( )]\.-1 n"'l)

ARy
Ln K)o (O£k<n)

nk
0 . Tkynj

clarak elde edilmis olur,

B:(bnk) matrisi;

n, ok
(1) sup, Zlbnblﬂ LD B vy
s 2
1 ]_anfl
=sup, | oy T ] = sap 1 i)

(i1) lin b_, = lin 2 _
nk " s———— T her sabiti k icind
n--rco n-‘-m"?n_.,_i ( apat k 1gir
[



] ,jk -~
PSRN - L v A N
(ii1) lim 5“ b= ida . vl (1 -t

T 1 ¥ | T
n—eo K L—eon | & et y] '

sartlariny safladigindan bir T-asitisidir.Fekat Ax(ark} patrisi
ha
Poing

Mu e = lin {( J‘h”' k-1 E i)}
n -""(ﬁ n-—ch

limiti,her X i¢in,meveut bulummad:iindan (ger¢ekten,hertic sabit

kK icin meveut ve sifira egit bulunzasl gereken lium & W b fusela
Nt

FavY

k=1 icin a8, '"( l)‘”l olup lim a 1 maveut defildir) bir T-matrisi

R

e
deigildir.
TARIM 5,2:
.ﬂ.'zlf'“' meatrisi U =F =3 g ,=C risir i
an) atrisi, sun ( 4 a ne-l P el ) seri il‘gf
dizisine donigtirsin.Yani.
[
tn .-;Z'}‘kuk + on=,1,2,... (hLRD
k=0
olsun,EZer,
1 &
= = (! )t .o v, (n=4an ) (.5
27 vz=Q )

isg, " Eun sorisi T Jdeferiac {A’,El)-—taplanuhil'i';:wii*-" de.

H

nir . Bu ifade formal olaral.,

&L 1 o n

Wz b, u, 1D = yel -

n ?{:—:D nk & nk D v—‘)‘v) VE o, vl L2 ..
= 2 =

geklinde yezilabilir,

Burada, Zun serisini IWJI dizisina donugtiiven Kens
i

stodu

eir seri metodudur.Bu metcdun reciterlik

), sr.68),

el O P TR I
yoeid Llary bi:.uuietziip
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5.2:
B ve B-metodlarinin dual cloalary igin gereb ve yeler sart
A ve Kumatodlarlnln dual ovimalaridaz.
15pat:
I.A ve & dual clsunlar.Bu taktirde; A ve A malrisleri ara
Slhdﬂ,

i v

a ' =a | -a ‘
nk "nk "n,k+l

bagintisi meveuttur,

, n n ‘

1' - n - ."-]C...- n rl —- ¢ .

bnk T o.n Z: (v)avk’ 1 5:-' (v)(ﬁvk av.kﬂ"
2 v=0 2 w=0

3 1 o ,n
}: (v)avk :-Z: (\f‘m\.‘,kv}l

vzl

mﬂk_pn,k11
balunur.d halde B ve Blmeﬁudlarl “dualdir.

’ . .
II1.B ve B dual olsunlar.iu hLalde B ve B matrisleri Ara3ia

[+

-

2
-e

b =l' A‘.,J
nk bnk Jn,k+l

baZintis:t weveuttur,

Il n
n-v.n,.v. n-v, . u0..%,. + R
c =3 (-1) (37 uvk=z (=170 (=00 )
=0

vE OV R
V=0 !

. )

11 I .
- HES I S WA=V Ea Ve
- E (’1) CV)E hvk— E_O(“]) (v}a b

V=0
'-a -a

L,k

wide edilir.Bu ise A ve A-metodlurinin dual olmasy dameliir,

By



vEC i S0
g 4 i < o '1! YA T~ - L . .
A-mutodu rcg&lu" 186 Bt S S o TR AL AT B S SR REC U
Lersi herssmen dooru deprdbosc.

Foralls

’ . . . . - .
Ave A dki dual wetod ole.. o zure,f, Lidudwds goasteraih ki

I ' s p 5 f .. e m
"if'nin regiler olmasy iyin gerck .. yetor gart: A Y pin rosiller

3 4 ! -l 1 . - U
olmasi™dir.dyrica B ve D-metodleo o dund olduklaring wsbal ede

T.Yukaridakl ifude fla tewv-.n D,2e

covem 5.1%i0 1,555~

s

3
minl gdudnine alirsak; A'nin A& duot: ve B'nin B’ duali ragilesr o-
lurlar.Bu ise,"s regiiler ise B™' n)n de raziloer ploass demekeir,

tI.Yine teoram 5.1 de ghs! -ciik k1,07l bir replilar Hepe-

toedu vardir ki, buna karsilaik golern A-metodu regiler dozildir.Bu

it]

durunda,"A'rin regiiler olmasi 1gin serel ve yeher gé

4 Y-
Lty AT nin

N

ragiler olmasi® gerefince; B'rin,G duali regliler [fzkat atusn,.”

dusl i rugller olmayacaktir.Bu ise, rogl

- ’ " . 1 . -
biv asatoduie karg -

e, regiilerlik gartlarini gergekl.nyen biv S-metodunun moeveus
bulundugunu gosterir.Biylece ispat ‘amsmlapir.
THOWEM B4

A:(ank) matrisi, n,k=0,1,2, ... igin pozitif,ayrica & ve

metodlary dual olsunlar,

o)

*Eﬁj dizisi pozitif ve azalna-
4d
. ) - - oy I 13 ’ 3
yan bir dizi ise; tanmim 5.0 is verilen B-metodw, i-metodun

dan daha kuvvetlidir,

A-metodunun toplanabilirlis alani U clsun,Teoreni ispat

eimek iging bncelikle her sabit n v¢ her s€U igin,

2-]
% = li (57w _y e o+ A
lim E bnkuk Lim o (b B 1)“ +1 ‘”_;

L ) NG5
p— kzo PGy o g 2o

-3



w - - o\ ’
limitinin valigini gostermek gerck:v.(%,11) bagintisinl ve bn
nin tamimina gozonline alarak,

lim i b ‘{: lim fﬁ (bak

%55,
p—*® K=o p=rwo ks Lyk+l 77k npTp

-1 n
ﬁ 1 E T E n
=lim { [_? ( 3 “\fk i{-ll ( )l vp p]

p—o L k=0 2 vzo v
b 1 <& ¢ l oo, o
=lin { -,-I::.Z(V)a Z(V)(La ]
p—wl kzo 27 v=o v izp
(5.9)
ml
elde cderiz.s€U oldufundan,hsr 2 icin RS serileri belir-
h=o ™

1i bir b"n deferine yakinsar,Bundzn dolayr n=0,1,%

s
3
re e L1,

lim 5.=0 5 3

Z 8,i%; . (5.10)
p—m izp

(3.9)'da parantezdeki ifedenin ilk terimi p—soo igin G e

L)

g6 n—=® igin G 'ya yakinscyr,Su halde ikinei terimin p—*o0

59

igin sifira gittifgini gistermek Yo tur,

(5.10)'a gore,

1 n
D=0 2 v=0

*.:MS
e

411

o

1

IH
[V]::
[ 2

-
F=
———
P
T8
]

<

=

L—

| 5]
T __

Is--

n 0
nZ lim Ze-. LB, =

27 v=o p-sw i=zp

bulunur,Madem ki E-metodu her s€U° ,u topluyor,denck ki E34 dir,
TEOREM 5.5

Kabul edelim ki,A ve Atmetsdlar: dual ve n=0,1,2,... icin
- lim @’

p{:O olsun,Bu taktirde,kismi loplamlar dizici sinir
koo™ B

11 her Zuk serisi igin twovm 9.1 de verilen f-mutoda,

~31—



£-metodundan dalka kKuvvetliifr,
15pAT:

N-metodunun toplanatilirlik alani F ols sunteerei ispat
etmek i¢in; &ncelikle Ler sabit 0 vo her u:(n?)gr igic,
limiticin meveut oldugunu ECsteruwcliyiz.a ve d-metodlary dual ol
duklarindan,teorem 5,7 geregince: tanim 5,1 ve tanin 5.2%deki I
ve B-metodlary da dualdir,Ayrica {(3.11) bafantisiayr ve b;k'nln

taniming kullanarak;

lim i = lia }2'(1: LY

p~w0 k=o ! P k=0 k -

~~
R
M
—
~
e

-1, i - oy,
= lim [ } ‘“J}:udv,}:d )

27 p=-w k=o = k

1 Z: n
= — () lim 52'(a -a s,
2n pror kK=o vk v rf.-l-l
:%Z()lm«f e, )
2 p—w K=o ¥ “Vopr p
= } lim 2l U, - = (3 tin g .5
2 V=0 = k=o vk 2!1 Va0 v P Vibri o

bulunur.u=(uk)éﬁ‘ oldufundan dolayy, ﬁ:uk serisi A-meicdy ile top-
larabilir. Sayet Tu —n\P} ise,(5.12) ifadiesinin 38y tarafinda;
ilk terim pesgy igin 'Cn'e;, ‘L'n de n-%co igin ste Yyakincar.u helde,
teoremi ispat etmek igin (5.12) ifadesinin Sag taratiudeii ikip-
c¢i terimin sifira gittigini gostermak yater
lipotezden,
lim & =0

p—>co VE

-3



1di,Bundan dolayi,

lim &

p—rw

oldugu agiktar,

! 5 =
Vvyptl P

0

-33-



Bu bllimde; bazy klasik toplama metodlarin: tanitarak,du-
al matrislerini hesab cdecegiz.Ayrica by metodlavain,ilpyili dual

wetodlarina denk olma gartlarini aragliracafiz

TAlTH 6,1 (Horlund ortalamasi):

{pJ i pozitif sayllarln,P”:plm.mpr (n=l,2,...) ; pp>0

olmak tzers, -0 (n~»w) gartim saglavan bir dizisi
e

n

olsun.(N,pn) Herlund ortalamasi

t - PpSy*reeviys, ‘o
m- ? \Dtl)
m

doniigiinii ile tanlmlanlr.ﬁurada,

Pockel |, (x £ 1)
ank= 3

n
LO N (K}ﬂ)
dir ({8},s£.9).

Simdi,(3,11) Lagintising kuiltanarak A:(ar?) Balvisinirn

B:(bpk) dual matrisini hesab eds)im.

23]
hnkz J_;kanl idl.
— n-i+l R \ |
nk~ el Z, ‘p““k+1*9n—{x+1)¢1'*"+P1>
: ?::—ku
- §; (pn—k+l+pn—k*""91): -

tulunur, Demek ki,B:(bnk) dund mstrisf;



dir.(¥,p ) ortalamasinin,ilgili cuxl nctoduna donk olmasy iging
a

&

B=z(b k) dual matrisinin,teorem 3.<'daki sartlariy gurceicmesi ge
nk ’ .

rekir,Bunun igin;

P4 & Lo k=D
O*bmkﬂ_qﬁmk‘h” e.1,2,...

sartin: saglayan, Odqrdl olacak sokilde bir {q} dizisicin varia
1 ) H =

binl géstermek yeter,

bn,k+1= n
Q y {(kal>n)

dir,Agikar olarak; b >0 ye : 7 ol
Ny ; 1ﬁ?L Ve bz.k+l" elup,

P <
©< bn,k+l" qnbnk

egitsizligini saglayan 9, sayrlari vardir.Bunun jcin q,'leri;
P, ..
0¢1~ Bkl oy
It
Nkl
vlacak gekilde segmek yeter,Su hajiae (¥,p Y} va ilegdli dusl wetoiu
R
denkiirier,

TANTM €,2 (Riesz ortalamasy):

? Py tecotp  (nzl,2,,..) #20 olmak Uzere,n—=w i;in

e

D

“n . - . s s

Iir-faw) gartin: sajglayan pezi il sayilarin bir dizisi {p:}
n

olsun.(R,pn) Riesz ortalames:

. - plsl+...+pnsﬁ .
a ?n

doalislinii ila tanlmlanlr.ﬁnraia,

P
& -
7 » (k£n)
a = It
nk
0 s (k>n)

~35.



dir ([8],sf.10).
Simdi.A=(ank) Riegs matri.

zab edelim,

b = a =¥y =2
Sl =

= ?L (Pi,"
n +

vuluaur, Buna gﬁre,B:(bjy) dual me
LYY 1Y

[ ?n -’Pk_ 1 _
—m , (k
b .= n
nK

i

Simdj (H.pn) ortalamgs

0

dir,

81 icin,teoren 3.6%nya;

<

0 .
n,k+17 qnbnk
Faitini sapglayan, Odqn<1 kalacalk

EinL sarogtiralim,

( ) —P}f
?J. 1

Lt

bn,k+1 =

0
[

¥

air,b iicE 2 ;
\ nk Ve bn.k+1 agikar olarak;

uagladlklarlndan,

4 G bl).}(.'< 1

G g la Y .oy .
gergerleyen qnvler vardir, qn'ler

Lo
]

q £l =p
nk =

nin,1irili duzl) nevoduns

i1

inin D;(brk) vl mmirisini ho-
1 \
: Fewat = = (P -P
Plgptees pn> T “n k-17
4L

trisig

- Yy
denil BDaths

Gunildalki G, sayilarinin varla-

{kelpm)

: b <1 esiteiziiving
n.k*l{ nk th pLnd

iy
7 -2
T4 “&PL £ <1
n k-1 ‘
le
O] e — == ]
- Qﬁﬁi



ralacak sekilde segmek,metodlor:

TANIM ©.3 (Cosa'ro ortalamalarv,).

(1) (C,1) ortalamssy {wri<metiy nrialam

K
6 = E a olmek dzer.,
3 v

V=0
I
(1) Lo e
t = = L . XA
n °$1 n+l &ﬂdk o v
W=
donlisimii $le veriiir (f3} v, 333,

Sayat, tn-nts {n--w0 ) Poo s 1 odizisi

nebilirdir® denir, stmap(Cl) il
i

limitlemeye tekabiil cden na

(&
a , =
i

10

air ({0} ,s.195). Simdi

—

—
o
N
.
1

Goent metirisind

i .
- - R
nk™ - T opal
Lulunur,.Buna gire, L=( 1y isig
n-x P :
T;T y (U =} )
P

8] , (k>n)

Slure$imdi bu matrivin,tcoren J.o'daki (3.14) carvin:s .

gusterip,metodlarin denk oluzsim Llemin cden §a 3§ disioi
H

edalinm,

Surada, 0 wian ,

0 b _£ <
n, el Y tnpSt
elacak gekilde qn'lar vardir,
-3

ank olwasl igin

vryburada, birinel mor

heosab

yrher,
a )
'\(-l‘l‘j)
ste (C,1)-1imitls

clacdiyia;
Toaiaani Layin
K



bn kql o 1 . . .
= (0L —'--é—-—— £ €L 2y T) e i £ q'-c:}. y LRS-
i}

U -k

{C,1) ortalawasi,dual wiboduna dank olur,

-
9]

<
45
"3
i
T
=

-

{(ii) (C,k) ortalsamasy:

k

5, = a clmak vzore,
i‘: oo V
V=0
. (k' 1 M ko

el PN - .l .

£oodFl S vieny (

n n P Tt ‘ ¥-1 v

Vo, VS
58

N se e . PR R
condsumid ile taniaslanipy g[m},si.;ﬁ).

Burada K.nertoebeden Yimatloro v {okabiil econ matitng
“ 1

k{n-v+k-15nd

(“‘V)!(n+k}j" (k & n)

G N LE'}I:)

dir, Bzibn”) dual matrisi;
s

b L 2 1Cawvii-Idnl
. :E a .z S e s e A
bk & 0 e (e (el )
i=lc Lueg ) i
r. . .
BT A T Y
{(n-vit € {n+i)i
SR R -
drpL halde,
u! !’_1_1 lfri:}itiul)! (1 -
b =4 (w3 L T PR

div,

Simdi, (C,k) ortalamssy ile & dual metodunun dunye 3

nl seflayan (3,14) sartina U¥Eun o *leri tayin sdelin,

Twany-.



= { o ilnmved-1 Rlomvak-13) )
b {h-vJl "i‘*_‘ {fhee )j {n+h 3t J
nykel B
bnk 1 0oL |
nd v iin-vai-ly
TN L T
(n"‘\ i l].::}(, (n-ll,al
- Y
=1 kin Lf)_ gy <1
n
fr-vei=1)]
3 - kTl
(k)| Z": Ciei ]

uir.Buna gire, qn'leri;

(1 —velk] !
0 1- k(novek-131 q.<1

(n+1)] }: An-vai-1)]

(IJ:L}!

Ruldcui gekilde segersek metodlarin deng clmalary cailauir,
Talii 6.4 (Euler ortalamalari):

(i) (£,1) ortalamas::

k

S
S = 4 olnai lzers
k %:0 v !

N Il
-{- Z (s, £5.5)

dieiigiial ile tantmlanir (70 ur.70-71),
Efer tﬁ—+s (n—w ) ise,"i,g Aizici ste (F,1)-Limitlenwn

lirdir" denip ve

%}

0 a(? Y yazuiav, Burada,birinci wertebeden 14

uitlemeye tekabll eden matricg
n
iy
= n

axl k 2
c y Ci¥n)

y (kK £ 1)

elup,her n igin & k:é O drr.Simdi &:(bp,) dual muairizini hosig o
n na -

deltim,



iz=k Z
_ 1 { =, i knl(n}
gt iib‘j/ i=o i
§ B ) £} n
X k-1 2 ()
2 - 1 1=0
._-:—n-{;’ _}—-“(i)}- 1- R
2 iz0 P
buluiur.G halde,
k-1 n
2. ;)
S RS
= 21‘2
nk
¢ o, {¥n)

dir.$imdi, (E,1) ortalamasinin B dual metoduna denk olup olmadi-

#ina bakalin,

k-1 o
575
iz k
- b
. S -7 (H
kel ~ iz0 <1
) =
uk k-1
(?) LT ki f
ino =7 -"4(1)
- n i=0
5
dir.3u halde,
a i n
25 20 (D
0L 220 % 9,41
n S=dy
2~ (i)
i=o

egitsizligini saflayan g 'lsr mo..ut olup, 1, ' lerin bu gokilde
n
segilmesiyls; (E,1) ortalamas: B duzline denk olup.

(ii) (E,p) ortalamasi:

k
8= Z a olmak lzere,
V=0
1 Y on -
t = - > JE s, (p20) (6.3
{p+1) V=0



denliglinti ile verilir ([23,:5.180),

t

sayet tIHS (n=+c0 ) isa,"{: { gicisi ste (e pd-3duwitivnay
i :

i

Lirdir" denir, Sn——rs(Ep} yaailir . ourada p.msriebedon Iisitlencye

tehabil edon matris;

= e e
(pe1)?* K
a‘ 'l.: P
il
0 , fh>»n)}
dir, E;(bn?) dual matrisi;
L 1 & 1’ k-l .‘n
i - i1 -
bn‘c= Z ani= {(} }-—: 1 f
T oizk {p +l) i::o iz
Y~ A
Kn\puﬁz
k-1 . 2.8,
= {(pq\l‘n ;"": n)p’“—l} R
(P"‘l) Y3 fptl)
bulunur, Buna gore,
I
Z‘( T
3- 222 . (k £ 1)
- \
bnk" {p+l
0 s (k>n)
dir,hiker olarak,
Py kel
< e Y
O<bn,k+l bn}: = 0« bx*k Gy, <
eyitsizligini saglayan ql‘lar vardsr,
2
A
(p+1)" . ZH (opo
< ]::.1 ';'
Fé H = 150 -{1
nk . k-l .
(p+1)7= 3T (Mt
izo |
aixr.u halde qn'larx,
41 -



L,
(k’P .
0Ll e £ g 4]
L, a
-
IR -1
(ptl) = >___‘ (..‘. R
izo
RPN A

yhodual metsdana

valacan gekilde

clur,
TANLH €.9 (Kuler-Enopp ertalamasi):
T-Kaeen uviala-

olimak lzsrs, v.mertcbades Sule

&
5,7 2, &
V=5
nasls
n
4 Ry R PO ;- N
"n: L, Coor(l-r) Wi S
o
\-:0
damdsinl ile tanimlanir, (&,r) ile Ehntoriiis giUJ, @A
durada r,asrtebedsn limitlensye tekabuli acden wetbewlisg
(P n--k
{ )l‘xﬁl )] , (v £ )
a =
nk
{ Q ' (}1)’&)
A Y
die. T=(b ) dual matrisi;
K
n noo e
b, = a . (Corterapy'?
WL 4= "niT dem M
i=k 1=
L n, i n-1i
) (i}r (i-r37 7, (k£ 2
_Ji=k
k™
] s LmXn)
g lira

dir.9imdd, (3.14) sariiny garcekloyes g 'lerin variieiny
1
i,
op i s-1 .n, kK ;
W= T HEEN
b P CL  CRF A G Pl S S
] : i::

b :
nk §£1 r]’l\1 i., e
f \.i;r \J.""l)

l=X

K
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(?)rk(lmr}n“h
1- o

Fa
Pt

1
ey

Gt

st

o
h
o

dir.Su halde;

(:)rk(lmr)i‘imh
UL 1~ % <L 1

e P 44
}l’ (1 ;\/.

M;n

i

3

i

kalarn 9, 'ler mavouttur, 9,'1ler by sixilde segilirse; LB} eria-

Pimas1,ilgili dual meboduns den¥ alur,

sl .6 (Borel metodul;

szisg dizisinin,dsls | ) meivisi yardimiyle,

k
A (s) E:. AR . -

(6.8
kl L S
kzo h

yeklindeki diniigiinine YBorsi diniigiini danirf4},
Bger, An(s)-mba (n-»w ) iss, ”{sj dizisl atys B-ligitle

neviilrdir” denir, Simdi B:{bnk) Gl matrisipd Lesab suuting,

:g1 0 . > €o I #-] _]11
i Al 54 1 1 il | ¥
a > et 2 =5 -y
n 4.n ni- & i }.5 i a5 f
4 L iz
. k-1 qi
D el
3 -I_ i t - "‘P"'"”’.' 3‘:‘
~il {'?R— L] _:""l - .--__.—-..‘-::\' " ‘_ LT
-~ { PR = —— =
1 S S £
Y] . o
bulunur,Bune gbrs
k-1
g~ W I
- i}
[ o A
nk n

dir,.Borel metodunun,B dusl metlodun. denk elduifuny gunivralia,

0<b £ b W T1.50 N
nykal T GpPpg 04 b Y
nk

~h 3.



olaufuindasn,

k

k i
n ~ N
g -~ ‘)— -
4:.--.-
1=0 - .
CL mom T 4 1
> (~i p! q11<
h SO 1Y
& - -

- —

2 i
iz=g 7°
situie)ifing saflayan g 'ler vapdsr
4
Borsl metodu,dual neiuiiunsg

denk olur,
TANIM L.P{Aks) me

todu);
s:{sﬁ verilen bir dizi el=an. ]

- oV
clel jgin ¥r's
ui yakinssk) Bulunzun.,Bu takoive

e HEYCGT tya
ef
g m N
. e} { . I - + -‘.l
G (I')::§ :“Ll-:c‘,sv, (Lt {5.)
Vo
- e . b - - s - -4 LR - & ’F *
olarak tspumlansy gonuglma Fllel ddciisimgy denip i,
Biper, lin G(rl)sa  ise, i ¥ disini Wy A-limiticnenileg -
r—+leo -’
diy aRrair. burada,
v, .
a, = (1)
ry (
“Iv.Diedl bunun B:(brv) dual matrisivi heseh odelim,
c: )
| =yt Leest
rv j—_‘-ﬁ I"'L . ——
iov 1=y
O3 ¢ Vil o yal? p
ad L v G I b
2] zﬁ - :(lwr)g: 4T s iroad
Py
Sller)e’i 1y



=(}-r)r’ Eé; = p?

- o Voo e . :
bulunur.0 halde hrv: roodiroSimdi b GELviedi veorsm 4,00

(304) gartina sargekledifind gio! selia,

0 £ p <
r,rs+l qnbrv ¥

~r

vz, 1,20,, .,

sartini saglayan O(tﬂ_{l kalan ¢ swyilmragan varlilin.g gdstopa
1 H > il

ceiig,

0 vt o v
£q.:

sy e 1 - PR ] L
olacen gekilde, 0~(qr<il e3itsintilind saflayaa g saytlary vay.

dir.Qlunki, 0<pr <l idi.Buna gire,
r€yg g
n

I A B ] ir Lt T3 -
aluak, (3.14)14 gergerlemek igin veiur,nu suretle Abel motodwn. i

dual wetodune denk olar,
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Ameud

Infinite watrices sna SBOUENCE 5Pagls, ! Lofdon-ia
HARDY,GLUH,
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