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OZET

oU oU 8
—+U—=v—
ot Ox Ox

olarak tanimlanan Burgers’ denklemi J. M. Burger ve diger bilim adamlar: tarafindan
turbiilansin basit bir modeli olarak kullanildi. Bununla birlikte bu denklem sok dalga
teorisi ile de ilgilidir.

Denklemin analitik ¢6ziimii bilinmesine ragmen v parametresinin sifira yakin
degerlerinde (v <0.01) analitik ¢6ziim elde edilemez. Bu yiizden denklemin ¢6ziimii
i¢in farkli metodlar gelistirildi. Bu metodlardan birisi “Sonlu Eleman Metodu” dur.
Bu tezde denklemi ¢6zmek i¢in sonlu eleman metodu kullanildi.

Bu galismada v > 0.01 i¢in analitik ¢6ziimler ile elde edilen niimerik ¢6ziimler
karsilagtirildi. Bunlarin uyum igerisinde oldugu gosterildi. 0.004< v <0.01 i¢in elde
edilen sonuglar grafiksel olarak ifade edildi. Son olarak v <0.004 igin denklemin
parabolik yapisinin kayboldugu grafik tizerinde gozlendi.



ABSTRACT

The one dimensional Burgers’ equation written as

oU ou oU
—+U-——=v—
ot ox Ox

has been used by J. M. Burger and others as a simple mathematical model of
turbulance. The equation is also related to shock wave theory.

Although the general analytical solution of the equation is known, it can not
be obtained when the viscosity parameter, v, is near zero (v <0.01). Therefore, it was
developed different methods to solve this equation. One of the methods is “The
Finite Element Method”. The finite element method was used to solve the equation
in this thesis.

In this study, when v >0.01 the analytical solution of the equation was
compared with the numerical solution. It was shown that the both solutions are in
good agreement. For 0.004< v <0.01 the obtained results were shown graphically.

For v <0.004 it was observed that the parabolic structure of the equation was lost.
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GIRIS

Literatiirde Burgers’ denklemi olarak bilinen
—+U—= v? ¢))

bir boyutlu non-lineer parabolik kismi diferansiyel denklem ilk olarak 1918 de
Bateman’ in [1] makalesinde goriildii. Burgers’ denklemi say: teorisinden gaz
dinamigine, 1s1 iletiminden elastikiyet teorisine kadar bir ¢ok alanda yapilan
¢aligmalarda matematiksel model olarak kullamldi. Birgok makalede, master ve
doktora tezlerinde model problem olarak ele alindi [2,3,4].

Denklemin bilim diinyasinda taninmasi 1939-1965 yillarinda denkleme adini
veren J. M. Burger’ in yaptig1 ¢aligmalar sayesinde oldu. Burger 6zellikle Turbulans
teorisi lizerine yaptig1 ¢aligmalarda Burgers’ denklemini matematiksel model olarak
kulland1 [5-6] ve denklemin, non-lineer kiigiik parametre ile carpilmig yiiksek
mertebeden terimleri icermesinden dolayr Navier-Stokes denklemlerine benzerligini
ortaya gikardi.

1951° de Cole [7] (1) denkleminin sok dalga teorisinin tipik &zelliklerine
sahip oldugunu gosterdi. Non-lineer terimin dalga boyunu ve genisligini ayarladigini,
v parametresinin ise dogal siireksizlikleri 6nledigine isaret etti. Ayrica Burgers’

denkleminin her iki yam U ile garpilir ve x; <x <x, sonlu bolgesinde integre

(it _ 5U
(x1.4)

seklinde bir enerji denklemine doniistiigiine isaret etti. Burada

edilirse

(x2.1) _,
(x2 1 U—

1724 1
| =UHdx+=U"
2Jd( ) 3



)

% I g (U*)dbx : Sistemdeki kinematik enerji degisiminin toplam hizi
g

1

3 U’ E;’,’)’ : Smurlar boyunca sistemin diginda kinetik enerjinin net akis
5(] (xz [) . o . .
U = |G 4 - Sinirlarda sistem lizerine yapilan is iz

X3 2
I (%‘]—J dx : Sistemdeki viskosite ile enerjinin toplam dagilmast

X

olarak tanimlanir.
E. Varoglu ve L. Finn [8] akigkan mekanigi agisindan Burgers’ denkleminin

bir model tamimladigim ve bu modelde, U(x,¢)’ nin hiz ve v’ nin hiza bagli siv1

akisi olarak temsil edildigini ifade ettiler. Hizdaki degisim diflizyona sebep
oldugundan

ile verilen difiizyon-gegirgenlik denklemini Burgers’ denkleminin bir benzeri olarak

diigiindiiler. Bu denklem c(x,7) kati konsantrasyonunun U(x,f) hizhh sivi akigt

tarafindan tagindigini tamimlar. Konsantrasyon farkimin difiizyonu, difiizyon-
gecirgenlik denkleminin sag tarafindaki terimden kaynaklanir. Burada v, eddy
difiizyon katsayisidir.

Blackstock [9] makalesinde son yillarda termoviskos sivilarda sonlu genlikli
dalgalarin problemine deginecek sekilde ¢ok genel bir metodun gelisme gosterdigine
ve bu metodun Burgers’ denkleminin kullanilmasina dayandigini vurguladi. Burada,
Burgers’ denklemindeki U pargacik hizi ile ilgili terim, v kiigiik bir parametre, ¢
zaman, x gecikme zamaninin negatifidir.

Ozel olarak v =0 i¢in Burgers® denklemi

U, +UU, =0



ile verilen gaz dinamiginin momentum denklemine indirgenir. Bu denklem bir ¢ok
niimerik yontem i¢in bir test problemi olarak kullanildi [8].

Ayrica Burgers’ denklemi sonlu genlikli enine hidrodinamik dalgalar [10] ve
bir isotropik katida boyuna elastik dalgalar [11] gibi bir ¢ok fiziksel olayin
matematiksel modeli olarak kullanildi.

Matematikte ¢oziimii bulunabilen ¢ok az sayida non-lineer denklemlerden biri
olan Burgers’ denklemi {izerinde bir ¢ok niimerik ¢oziim ¢aligmalar: da yapilmigtir:
Ornegin; Miller Burgers® denkleminin ¢éziimii igin Predictor-Corrector metoduyla
elde edilen sonuglarla, a¢ik metodla elde edilen sonuglar karsilagtirdi [3]. T. Ozis ve
A. Ozdes direkt varyasyonel metodu kullandilar ve elde edilen sonuglarin diger
metotlarla elde edilen sonuglarla uyum sagladigini gésterdiler [12]. E. Varoglu ve L.
Finn Agirlikli Rezidii metodunu [8], J. Caldwell ve P. Wanless Sonlu Eleman
Metodunu [13], P. Arminjon ve C. Beauchamp Sonlu Eleman Metodunu [14], Evans
ve Abdullah Group Explicit ve Sonlu Eleman Metodunu [15]. R. C. Mittal ve P.
Singhal Galarkin Metodunu [16] kullandilar. Yaklagik olarak aym zamanda fakat
birbirinden bagimsiz olarak Hopf [17] ve Burger [18] tarafindan denklemin ¢6ztimii

icin
U =t"28(2); z=(4vt) "*x

doniigiimii kullandilar. Burgers® denkleminin bu benzerlik doniistimii ile quasi-lineer
adi diferansiyel denkleme (Ricatti Denklemi) indirgendigi gésterildi [19].

Bir ¢ok ¢aligmada denklemin ¢dziimii Hopf-Cole d6niistimii olarak bilinen

U=—2v0—"
[

doniistimii ile elde edilmistir [2,3,19].

Bu doniisiim altinda Burgers’ denklemi lineer 1s1 denklemine déniismektedir.
Bu déniisiimiin hidrodinamik uygulamalar1 Ames [20], Chu [21], Shvets ve Melesko
[22] tarafindan tartigilda.



xi

Denklem matematiksel agidan da ilging 6zellikler arz etmektedir. $S6yle ki

2

v terimi v’ nin ¢ok kiigiik olmasi1 halinde etkisini kaybettiginden denklem

&2
hiperbolik bir hale déniigmektedir. Bu nedenle yaptlan ¢aligmalarda kiigiik viskozite
degerleri igin denklemin parabolik yapisii bozmayan yontemler gelistirilmeye
caligilmistir.
Bu ¢alismada Hopf-Cole déniisimiinden faydalanarak Burgers’ denkleminin
bir sonlu eleman ¢6ziimii verildi. Elde edilen niimerik ¢oztimler yine aym déniigtimle
bulunan analitik ¢dziimle karsilagtirildi. Kiigiik viskozite degerleri igin ¢6ziimler elde

edilmeye ve viskozite igin bir alt sinir belirlenmeye ¢aligildi.



BOLUM 1

TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

1.1. Bir Matrisin Ozdeger ve Ozvektirleri Uzerine Genel Tanim ve Teoremler
1.1.1. Tanmm: 4 € IR, ve A € IR olmak lizere

P(A) =det(A-AlL)
olarak tanimlanan P polinomuna 4 matrisinin karakteristik polinomu denir [23].

1.1.2. Tamm: A4 e IR, matrisinin karakteristik polinomu P ise P polinomunun

koklerine 4 matrisinin karakteristik degerleri veya ozdegerleri denir [23].

1.1.3. Tanmm: 4 € IR, matrisinin 6zdegerleri 4, (i =1,2,...,n) olmak tizere sifirdan

farkli bir x € IR" vektorii i¢in
(4-4,1)x=0

Ozelligini saglayan sifirdan farkli x vektdriine 4 matrisinin A4, 6zdegerine karsihik

gelen karakteristik vektorii veya dzvektorii denir [23].

1.1.4. Tamim: A4 € IR, matrisinin 4, (i=12,...,n) 6zdegerlerinin mutlak degerce
en biiytigiine 4 matrisinin spektral yarigap: denir ve p(A) ile gosterilir. Buna gore 4

matrisinin p(4) spektral yaricap:

p(d) = max|A,|

ERr e 4
SR Nr101
t= o ULU

dir [24]. '%c,b VUKSERGG:: i
Yol s



1.1.5. Teorem (Bir Tridiagonal Matrisin Ozdegerleri):

a,b,c € IR ve bc >0 olmak iizere bir 4 € IR, matrisi

olarak verilsin. Bu matrisin biitiin 6zdegerleri A, ,

A, =a+2\/gc_cosiﬂ— ,s=12,...,n
n+l

dir.
Bu teorem fark denklemleri (difference equation) yardimiyla kolayca

ispatlanabilir [24].

1.2. Tiirevlere Sonlu Fark Yaklasimlari

U(x,t), x ve t bagimsiz degiskenlerine gbre yeterince tlirevlenebilen bir
fonksiyon olsun. A, x yOniindeki artma miktar1 olmak tizere U(x+h,t) ve

U(x - h,t) fonksiyonlarinin x civarinda Taylor agilimlan sirasiyla;

oU K o’U n o'U N

Ux+ht)y=Ux,t)+h—+— +— 1.1

( )=Vt T T e e (.
oU H U W U

UGe—ht)=Ue,f)-hos 2.0V _n oY, 12

=k =V = h et = o (1.2



olarak tammlanilir. Benzer diistinceyle hareketle; &, ¢ yoniindeki artma miktar1 olmak
iizere U(x,t+k) ve U(x,t—k) fonksiyonlarmn ¢ civarindaki Taylor agilimlan

sirastyla;

2 »2 3 A3
U(x,t+k)=U(x,t)+k§g+k—a(2J+~k—al3]
o0 2 o 6 or

(1.3)

oU k?8U kPoU
Ux,t—k)=U(x,t) — k4 —— e =4 ... 1.4
(x )=UsN o 2 0 6 o8 14

seklindedir [25].

Simdi U(x,#) fonksiyonunun x ve ¢ ye gore sirastyla birinci ve ikinci

mertebeden sonlu fark yaklagimlarim bulalim.
1.2.1. Birinci Mertebeden Tiirevler i¢in Sonlu Fark Yaklagimlar
U(x,t) fonksiyonunun x yoniindeki birinci mertebeden e tiirevini
o4

gbzoniine alalim. Siwrasiyla (1.1) ve (1.2) Taylor agihmlarindan — yalniz

X
birakilirsa
U _Ux+ht)-Uxt) hdU h* U (1.5)
ox h 20x* 6 ax® '
2 2 3
a_U:U(x,z)—U(x—h,z)+Qalzx'_h_a(31+m (1.6)
Ox h 2 Ox 6 Ox

elde edilir. (1.1) esitliginden (1.2) esitligi taraf tarafa cikanlir ve % yalmz

birakilirsa

_ _ 2 A3
U _UG+h)-U=h K 3U, (1.7)
ox 2h 6 ox




elde edilir. Bulunan bu (1.5), (1.6), (1.7) denklemlerinden U(x,f) fonksiyonunun x

civarinda birinci mertebeden tiirevleri i¢in

oU _ U(x+h,t)-U(x,t)

- P +O(h) (1.8)
oU _U(x,n)-U(x—h,t)

P P +O(h) (1.9)
g(_]_:U(x+h,t)—U(x—h,t)+O(h2) (1.10)
ox 2h

yaklasimlan elde edilir. Burada “O” sonsuz terimli bir esitligin sonlu bir terimde
kesildigini, O(%) terimi ise hatanin A—>0 oldugunda # ile orantili oldugunu ifade eder
ve buna kesme (Truncation) hatas: denir [26].

Yine benzer diisiinceyle hareketle U(x,#) fonksiyonunun ¢ yoniinde birinci

mertebeden tiirevleri, (1.3) ve (1.4) esitliklerinden

oU _U(x,t+k)-U(x,n) ko'U KU
ot k 208 6 o

(1.11)

oU _UN-Ulxi=k) kU ¥ o°U

—_— 1.12
ot k 2 o2 6 ok’ (1.12)

yaklagimlari elde edilir. (1.8), (1.9), (1.10) denklemlerine benzer diisiinceyle (1.11),
(1.12) denklemlerinden

OU _UCnt+k)-Ux | o (1.13)

ot k

ﬁ: U(x,t)-U(x,t-k)

> . +0(k) (1.14)

yaklagimlar1 elde edilir. Burada O(k) terimi hatanin k mertebesinde oldugunu ve

hatanin % ile orantil1 azalacagini gostermektedir.



1.2.2. ikinci Mertebeden Tiirevler I¢in Sonlu Fark Yaklaslmlarl

2
U(x,t) fonksiyonunun x yoniinde ikinci mertebeden

>~ tiirevini gbz Oniine

o°U

axZ

alalim ikinci mertebeden tiirev yaklasimmm bulmak igin U(x +2h,t) ve

U(x —2h,t) fonksiyonlarinin x civarindaki Taylor seri agilimlar sirasiyla

2 a2 3 A3
U(x+2h,t)=U(x,t)+2hy+4h 0 (2]+8h 6(3]
ox 2 ox 6 oOx

(1.15)

oU 4n* °U 8’ 3°U
Ux=-2ht)=U(x,t)-2h—+ - +... 1.16
( )=U(x,1) w2 a6 o (1.16)

2

dir. (1.1) ve (1.15) esitliklerinden %% yok edilir ve v U

2

yalmz birakilirsa;

U U(x,t)+Ux+2h,t)-2U(x+h,t) , U
P = ¥ —hax3 +...

(1.17)

bulunur. Benzer diisiinceyle hareketle (1.2) ve (1.16) denklemlerinden %q yok
x

2

v yalmiz birakilirsa;

edilir ve >
Ox

2 _ _ _ 3
O’U _UGx=2h1)+UN-2UG-h1) 0%

Pl B PR (1.18)
. ou o o*U
bulunur. (1.1), (1.2) denklemlerinden — yok edilir ve yalmz birakilirsa;
Ox ox’
2 _ _ 2 a4
0 U=U(x ht)-2U(x,)+U(x+ht) h” 0 U+... (1.19)

ox’ n’ 12 ax*

bulunur.

© >

DOKUMAw: -+ . iz




O°U _ U(x,f)—2U(x+h,t) +U(x +2h,1)

- . +O(h) (1.20)
O°U _U(x~2h0)-2U(x-hH)+U(xt) o) (1.21)
ot w |

O°U _U(x~ht)-2U(x,0)+U(x +h,t) + O (1.22)

ox’ n’

seklinde ifade edilebilirler.

Kabul edelim ki problemin ¢6ztim bolgesi 0 < x </ (I/,sonlu bir say1) ve >0
olsun. Sonlu fark yaklagimi i¢in problemin ¢6ziim bdlgesi N esit alt aralia boliiniir.
Oyle ki U(x,t) bagimlh degiskeni yalmz mesh noktalarinda mevcuttur. Az =k ve

Ax=hs= % olacak sekilde esit ve (x;,f,) mesh noktalart

x;, =iAx=ih ,i=0,1,2,.. .N
t, =mAt =mk ,m=0,1,2,....N

olarak alhinir.

Bir P(ih,mk) mesh noktasi {izerinde U nun degeri;
U, =U(ihmk)=U,, =U"

ifadelerinden biri ile gésterilir.
Bu gosterimlerin kullanilmasi ve hatalarin ihmal edilmesi ile birinci ve ikinci

mertebeden tiirevlere sonlu fark yaklasimlarinin formiilleri

ou _u; -ul

B C- Sl 1.23
Ox h (123)
6U:U,.”’—Ui’f1 (1.24)

& h



it - Wt = ) 1.25

ox 2h ()
ou _um-ur (1.26)
or k ‘

ou _ur-ur (1.27)
or k .
U _U"-2U" +U"

A4S h21 2 (1.28)
o’U _Un, -2Up +U;

- = Yio - 1 (1.29)
2 m m m

o°U UL -2U +U, (1.30)

ox’ W

olarak elde edilirler. (1.23), (1.24), (1.25) ile verilen x* e g6re birinci mertebeden
tiirev yaklagimlarina sirasiyla iki-nokta ileri (Forward), Geri (Backward) ve Merkezi
(Central) fark formiilleri denir. Benzer bigimde (1.26), (1.27) ile verilen £ ye gére
birinci mertebeden tiirev yaklasimlarina sirasiyla iki-nokta Ileri ve Geri fark
formiilleri denir. (1.28), (1.29), (1.30) ile verilen x’ e gore ikinci mertebeden tlirev

yaklasimlarina sirasiyla {ig-nokta Ileri, Geri ve Merkezi fark formiilleri denir.

1.3. Zamana Bagh Isi iletim Denkleminin Sonlu Fark Gosterimi

Zamana bagli 1s1 iletim denklemini sonlu fark formunda ifade etmek igin bir
cok yontem vardir. Bunlardan baglicalars;

i) Explicit (A¢ik) Yontem

ii) Fully Implicit (Kapal1) Yontem

iii) Crank-Nicolson Yontemi



dir. Her ii¢ yontem de kendi iglerinde baz1 avantaj ve dezavantajlara sahiptirler. Bu
calismada yukaridaki ti¢ yontemi tek baglik altinda Agirhkli Averaj Yontemi ile
ifade edecegiz. Agirlikli Averaj Yontemine gegmeden 6nce, 0 <x </ (I, sonlu bir
say1) ve >0 bolgesi lizerinde tammli zamana bagli, boyutsuz isi-iletim problemini

g6z Oniine alalim.

oU _8°U

Uuo,n=g, @, t20

ul,n)y=g,@t, t20
sinur sartlari ve

Ux,0)=f(x), 0<x<I/

baslangi¢ sart1 ile verilsin. Burada g,(#), g,(f) ve f(x) fonksiyonlarmin bilindigini

kabul edelim.
Coziim bolgesinin N esit alt araliga boliinmesiyle ki U(x,t) sicaklii yalmz

mesh noktalarda vardir, problemin ¢6zlimii igin her bir Ar zaman adiminda Ax = —]l\—,

esit uzunlukta alinir. P(x,,¢,,) bir mesh noktasi olsun. Burada

X, =iAx i=0,1,2,....N

t, =mAt m=0,1,2,....N
N h=l

dur.
Bu tip problemlerin diferansiyel denklemindeki tiirevler yerine (1.23)-(1.30)
denklemleri ile verilen uygun fark formiillerinin kismi diferansiyel denklemde

yazilmasiyla sonlu fark yaklagimlari elde edilir.



1.3.1. Agirhikh Averaj Yontemi

8 € [0,1] olmak tizere

U _ou
ot ox?
denkleminde
o _ur-ur
ot k
m+1 _ m
U_k_U_ . ;:7 B —2Um™ + UMY+ A-0)UM, —2U" +UN} (132)

yazilmasiyla elde edilen yaklasima Agirlikli Averaj Yaklasimi denir. Burada 6 =0,
0=1/2, 6 =1 durumlarna sirasiyla A¢ik Yontem, Crank-Nicolson Yontemi, Kapali
Yontem karsilik gelir [24].

1.4. Sonlu Fark Yontemleri i¢in Genel Kararlihk Analizi

Kismi diferansiyel denkleme Kkarsilik gelen sonlu fark denkleminin
¢ozlimiiniin kismi diferansiyel denklemin tam ¢dziimiine yakinsamasi i¢in gerekli
olan sartlara kararlilik sartlari, kararlilik sartlarinin bulunmas: iglemine de kararlilik
analizi adi verilir. Bu kisimda lineer denklemler igin kullamilan kararlilik

analizlerinden, Matris yontemi verilecektir.

1.4.1. Matris Yontemi

Matris yontemi, Sonlu fark denklemlerinin ¢6ziimiiniin kararlilifinin

incelenmesinde sik kullanilan bir yontemdir.
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Bu y6ntemde kararlilifin nasil incelendigini gérmek i¢in (1.31) denklemi ile
verilen 1s1 iletim problemini tekrar g6z oniine alalim. Denkleme karsilik gelen sonlu

fark yaklagimini kapali olarak matris formunda

U™ = AU™ +p (1.33)

(m+1)*

olarak yazabiliriz. U ile yuvarlatma hatalar1 igeren ve U degerine ¢ok

yakin bir ¢6ziim gosterilirse
U = qu™ +b (1.34)
yazilabilir. Burada hata

*
e/ =U"-U

1

olarak tammlanirsa hata vektorii
e™ =[up -ur up - Uy L UR, - U]
olmak tizere (1.33) ifadesinden (1.34) ifadesi ¢ikarilirsa

™) = g™

elde edilir. Buradan

e =Ae" V= A"V = =4"e? (1.35)

yazilabilir. Burada ¢, ¢ = [ef e ---e%_l]T baslangig hatasidir. Kabul edelim ki

baglangig hatas1 #=0" da biliniyor olsun. Bu durumda e™ degerinin ne zaman

sinirh oldugunu aragtiralim,
Kabul edelim ki 4 reel, simetrik ve ranki (N-1) olan bir matris olsun. Bu

durumda 4 matrisinin 4,,4,,...,4y_, 6zdegerlerine karsilik gelen (N-1) tane lineer
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bagimsiz W, .W,,....,W,_, Ozvektorii vardir. Boylece W (s=12,...,N-1)’ ler

IRY uzaymin bir bazimm olusturur. O halde boyutu (N-1) olan herhangi bir vektor

bunlarin lineer birlesimi olarak yazilabilir (Agikga e'” € IR¥™* dir). Buradan ¢

W .’ lerin lineer birlesimi olarak
0 N-1
=Y a W,
=1

yazilabilir. (1.35) denkleminde
e™ = 4" ©

oldugundan

N-1
e =A"Y a W, (1.36)

s=1

yazabiliriz.

Ozvektor ve dzdeger tammindan
AW =2, W,

dir. Diger taraftan
A"W, =24 W,

dir. Boylece (1.36) denkleminden
0 N-1 N-1
e =A"e¥ =" Y a W, =y a, A"W,
s=1 s=1

oldugundan
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N-1
e™ =Y a liW,
s=1

bulunur.

g(”‘) ’ nin m artarken smirh kalmasi (yani mutlak degerce istenildigi kadar

kiiciik bir pozitif sayidan kii¢iik kalmast)

max|2,| <1

olmasi ile miimkiindiir [24].
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BOLUM 2

Son yillarda, baglangig-sinir deger problemlerinin niimerik ¢6ziimiinde sonlu
fark yontemlerinin yam sira sonlu eleman yéntemleri de yaygin olarak kullanilmaya
bagland1 [13,14,27].

Grid noktalarin bir siras1 {izerinde problemi ayr1 ayr pargalara ayiran sonlu
fark yontemlerinden farkli olarak, sonlu elaman metodunda ¢ok kiigiik birbiriyle
baglantili alt bolgeler ve sonlu elemanlarin kuruldugu ¢6ziim bélgesi olusturulur.
Boylece sonlu eleman yOntemi bir problemin formiilasyonunda denklemleri

gelistirmeye bir pargal1 yaklasim verir.

2.1. Sonlu Eleman Yiénteminin Kisa Tarihcesi

Sonlu eleman yonteminin baslangici birgok sekilde degerlendirilebilir, bu
degerlendirmeler bir uygulamali matematik¢inin, bir fizik¢inin veya bir mithendisin
goriis agisina gore degisebilir. Bu metodun gegmisi 1943 yilina kadar uzanir. Bu
yillarda Courant [28], St. Venant torsion (biikkme,.kivirma) problemini galismasinda
minimum potansiyel enerji prensibi ve liggensel bélgeler tlizerinde tanimlanan pargali
stirekli fonksiyonlar kullandi. 1960’ da ise Clough [29] diizlem elastikiyeti iizerine
bir makalesinde ilk kez “sonlu eleman metodu” deyimini kullanda.

Bu zaman boyunca uygulamali matematikgiler kuvantum mekanigi sinir
deger problemleriyle ve 6zelliklede 6zdegerler igin alt ve iist sinirlarla ilgilendiler.
Fizik¢iler stirekli fonksiyonlarn temsil eden pargali-yaklagik fonksiyonlarin elde
edilmesinin anlamini aragtirdilar. Mithendisler ribs ve spars lar ile kuvvetlendirilen
kabuk tipi yapilarin stifness etkisinin katsayilarini bulabilmek igin bulabilecekleri bir
yol aragtirdilar. Bu li¢ gurubun g¢aligmalar sonlu eleman metodu ve uygulamalar
lizerinde ¢ok ilerlemis aragtirmalar i¢in bir temel meydana getirdi.

Morse ve Feshbach [30]" iin bir kitab ile harekete gecen Greenstant [31],
¢ozlim bolgesinin birtakim Dbitisik altklimelere boliinecegini kabul etti. Bu

altkiimelerin tizerinde bir hiicreyi ifade eden fonksiyon serileri ile ¢6ziime yaklagilir.



14

Greenstant teorisinde yer alan hiicre kavramu, diizensiz sekilli hiicre meshlerine izin
Verir.

1962’ de White [32] ve Friedrichs [33], bu doénemdeki miihendislerin
¢aligmalarindan bagimsiz olan varyasyonel prensiplerden fark denklemlerini
gelistirerek tiggensel elemanlar1 kullandilar. Sonlu eleman y6nteminin popiilerligi
fizik ve miihendislikte artmaya basladi, birgok uygulamali matematik¢i lineer eliptik
simur deger problemlerinin 6zel bir hali lizerinde yogunlasarak, hesaplamalarin hata
siniflandirilmasi, yakinsakligi ve kararlilifi i¢in yontemin temelleri ile ilgilendiler.
Bu on yil siiresince yontem iizerinde matematiksel literatiir 6nemli bir bigimde
gelisti. Oysaki bu yontem aym on yil boyunca benzer sekilde fizikte ve
miihendislikte  birbirinden bagimsiz olarak bagladi ve ilerledi. Zienkiewicz ve
Cheung [34] bu yontemin varyasyonel biciminin formiile edilerek biitlin alan
problemlerine uygulanabilecegini yaymnladiklar1 zaman, yontem genis bir yorum
kazandi.

1960’11 yillardan gliniimiize kadar sonlu eleman yontemi uygulamali bilimler
ve mithendislikte genis alanlara yayilmis kullanima sahip oldu ve ¢esitli kitaplarda,
konferanslarda ve yiizlerce makalede yayinlandi [13,14,27].

2.2. Sonlu Eleman Yoénteminin Temel Fikri

Sonlu eleman yonteminin temel fikri, ¢6ziimiin bir pargali yaklagimim
kullanarak ilgili problemi ¢6zmektir. Bu belirlenmis bolgeyi, kiigiik ve sonlu sayida
pargaya ayirarak yapilabilir. Birbiriyle baglantili bu alt bolgelere “sonlu elemanlar
(finite element)” denir. Cozlim bu baglant1 noktalarinin tizerine yaklasimdir ki onlara
“diigtim (node)” veya “digiim noktalar1 (nodal points)” denir. Boylece ilgili bélgenin
belli konumlarinda ara deger bulunur.

Genel olarak ilgili bolge i¢inde farkli problemlerin sonlu eleman ¢6ziimiinde

daima agagida sunulan algoritma izlenilir.

i) Coziim bolgesi diskirize edilir.
ii) Interpolasyon fonksiyonlan segilir.
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iii) Eleman 6zellikleri belirlenir.
iv) Denklem sistemi elde edecek sekilde eleman 6zellikleri birlestirilir.
v) Denklem sistemi ¢oziiliir.

vi) Eger gerekirse ek hesaplamalar yapilir [27].

2.3. Yontemin Kavramlan

2.3.1. Sonlu Eleman Terminolojisi

“Sonlu Eleman YOntemi” teriminin basit anlam:i yonteminin ig¢indeki iki
anahtar kelimenin varlig ile son derece agiktir. Ik anahtar kelime; sonsuz sayida
boliinmiis bolgede ilgili bolgeye doniisen “sonlu” ve ikinci anahtar kelime; bu alt
bolgelere verilen isim olan “eleman” dir. Her bir eleman, fonksiyonlarin
kombinasyonlar tarafindan yaklasilan problem degiskenleri tizerinde baz1 noktalar
icerir. Bu noktalar ve fonksiyonlara sirasiyla “diigiim” veya “diigiim noktalari” ve
“interpolasyon fonksiyonu” veya “shape fonksiyonlar1” denir.

Eleman 6zelliklerinin formiilasyonunun bir ¢ok yolu vardir. Bunlar asagidaki

gibi gruplandirilabilirler.

i) Basit geometrideki problemler i¢in bulunabilen direkt yaklasim. Bu
yaklasimda direkt fiziksel neden, ilgili bilinmeyen degisken denklem
sistemini tanimlamak igin kullanilir.

il) Varyasyonel yaklasim ki bu yaklagim, bir fonksiyoneli en uygun hale
getirmeyi igerir ve ¢6ziim bolgelerinin yeterince biiylik, kompleks sekilleri ile
ugrastid1 i¢in direkt yaklagima kiyasla iyidir.

iii) The Weighted Residuals yaklasim, varyasyonel yaklasima gore daha gok
y6nliidiir ve zorunlu Varyasyonel fonksiyonelin varligini gerektirmez.

iv) Sistemin enerjisinin (termal / mekanik) dengesini veren Enerji-Denge

(The energy-balance) yaklasim [27].
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Bu c¢aligmada, ikinci yaklagim olan varyasyonel yaklasim ile ilgilenilecek ve
¢oziim bolgesi tlizerinde sonlu eleman kuran Galerkin varyasyonel prensibi

kullanilacaktir,

2.3.2 Eleman Tipleri

Interpolasyon fonksiyonlar1 (shape) ile birlikte sonlu elemanlarin secimi
belirlenmis problemin ¢6ziimiinde son derece 6nemlidir. Sonlu elemanlarin ve shape
fonksiyonlarinin se¢imi, ¢dzlimiin istenilen dogruluguna, hesaplama ve depolama
limitinin maliyetine baglidir. Genel olarak elemanlarin boyutlari, ilgili problemin
boyutu ile aym olarak segilir. Yani bir boyutta dogru pargasi, iki boyutta ii¢ggenler
veya dikdortgenler, tic boyutta besgenler veya altigenler olarak segilir. Sekil (2.1)

eleman tiplerinin bir boyutta basit bir ailesini gosterir.

1 3
i 2 3
1 3 4

Sekil 2.1. Degisik sayidaki diigiimler ile bir boyutlu eleman.

Bir 6zel eleman igin belirlenmis diigiimlerin sayis1 (ki onun boyutuna
bakmaksizin) degisken diigiimlerin tipine ve gerekli siireklilige baglidir. Son terimi
aciklamak icin onun standart tamimimi verelim. Alan degiskeni, ortak bolge
elemaninda siirekli ise o zaman C° siirekliligine sahiptir. Eger ek olarak birinci
mertebeden tiirevi stirekli ise C' stirekliligine sahiptir (ve bdylece devam eder).

En basit iki- boyutlu eleman Sekil 2.2.” de gosterilen {i¢ diigiimli tiggendir.
Diger gosterilenler yiiksek mertebeden iiggensel elemanlardir.
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(a) (b)

(e
Sekil 2.2. Ucgensel elemanlara 6rnekler

a) Lineer (3-dtigtim)

b) Quadratic (6-diigtim)
c) Ciibic (10-diigiim)

d) Quartic (15-diigiim)

Ayn1 zamanda basit ama az kullanilan iki-boyutlu bir eleman Sekil 2.3.” de

gosterilen kare elemanlardir.

() (b)

{Ae) (ﬁ}

Sekil 2.3. Dikdortgen elemanlara 6rnekler
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a) Lineer (4 diigtimlii)

b) Quadratic (9 diigiimlii)
c) Cubic (16 dugiimlii)
d) Quartic (25 diigtimlii)

Genel olarak bu eleman tipleri belirli bir gekle veya eleman sayisina
sinirlanamaz. Mesela Sekil 2.3 de gosterilen elemanlar, genel quadrilateral
elemanin bir 6zel halidir (Sekil 2.4.). Sekil 2.2. ve Sekil 2.3.” de gosterilen ig
noktalan kapsamasi gerekmez.

Belli problemlerin ¢6ziimii i¢in bir eleman tipinin se¢iminin ana kriteri yeterli
miktarda operasyonlar kullanarak problem degiskenleri i¢in en iyi yaklagima sahip

olan bir eleman segmektir.

Sekil 2.4. Bir genel quadrilateral eleman

2.4. Sonlu Eleman Yontemi

Sonlu eleman yontemi, bir 1s1 denkleminin zayif formiilasyonunu meydana
getiren yaklagik ¢oziimlerin sistematik anlamidir. Bir 1s1 denkleminin zayif formunu
kurmak i¢in test fonksiyonlarimn bir uzaymm tammlayalim. Eger ®(x) test
fonksiyonu ise kendisi ve birinci tiirevi [0,1] araliginda tammli ve bu aralikta karesi

integrallenebilirdir. Yani

1

oy +@@)]a

0

var ve sonludur.

Burada tanimlanan test fonksiyonlarinin uzayr H [0,1] ile gosterilir. Eger
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oU U

% o O<x<1,t>0 2.1

1s1 denklemi ®(x)eH [0,1] fonksiyonu ile garpilir ve x=0" dan x=1" e kadar

integre edilirse;

jcp( )[a(t] gx‘jjdx 0

olur. Buradan

j(cp( )§%+‘Z—U %j dx CD(l)—(l £) - CD(O)—(O ) 2.2)

elde edilir. (2.2) denklemine (2.1) 1s1 denkleminin temel zayif formu denir.

Galerkin metodunu kullanarak (2.1) 1s1 denkleminin yaklasik ¢dziimlerini
asagidaki gibi kuranz:

U(x,t), (2.1) denkleminin bir yaklagik ¢6ziimii olmak tizere

N+l

U(x,5)=) b,()¥,(x) 2.3)

seklinde tamimlansin. Burada ¥, (x)e H [0,1] (1£i< N +1) baz fonksiyonlan ve
b(t) (1<i<N+1) henliz tammlanmamig, zamanin diferansiyellenebilir
fonksiyonlardir. Bundan bagka (N +1) tane test baz fonksiyonlarinin
{@,(x),0,(x),...,D,,,(x) } bir sonlu lineer bagimsiz ctimlesini segelim. Burada her
bir @, (x)e H [O,l] (1£i< N +1Y dir. Béylece ®(x) test fonksiyonlar1 olusturulur.

Bu kabuller ile (2.2) denklemini (2.3) esitligi kullamilarak bir U(x,?)
fonksiyonuna bagh
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! dU dd aU U U
J((D(x)g +— 5) dx ‘CD(DE‘(“) —cp(0)~a-x—(o, 1) (2.4)

0

denklemine dontstiiriiltir. Her ®(x) test fonksiyonu (N +1) tane test baz

fonksiyonunun bir lineer birlesimi oldugundan

N+1

®(x) = ), a,®,(x) (2.5)

seklinde yazilabilir. Burada a, (1<i< N +1) katsayilar1 keyfi reel sayilardir. (2.4)
problemi gergekte b,(f) (1<i<N +1) bilinmeyen fonksiyonlar1 i¢in N +1 tane

lineer, birinci mertebeden adi diferansiyel denklem sistemini ifade eder. Béylece bir

sonfu fark metodu kullamlarak ¢ozilebilir. 5,(0) (1<i< N +1) baslangi¢ sartlar,

baglangi¢ sicakligindan elde edilirler. Galerkin yonteminde trial baz fonksiyonlar: ile
test baz fonksiyonlan 6zdes olarak almir ve shape fonksiyonlar1 olarak adlandirilir.

Yani
¥, (x)=0,(x),(1Si<N+1)

oldugu kabul edilir.

Sonlu eleman yontemi ®,(x) (1<i< N +1) shape fonksiyonlarim segmek
icin sistematik bir teknik kullanr. [0,1] aralify, uzunluklan sirasi ile A, .5, ,...,h,
olan Q,,Q,,...,Q, elemanlan elde edilecek sekilde N alt aralifa boliiniir. i.

eleman Q,’ nin ug noktalari, x, ve x,,, ile gosterilir. Dolayisiyla
Qi=[xiﬁxi+1] 5 hi=xi+l—xi (ISiSN)

dir. Burada x,=0 ve x,,,=1" dir. Her bir elemanin ug¢ noktalar1 diigim noktas:

olarak adlandirilir.
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Q,

_,_

|
|
=l

|
|
ﬂ x} * oo X X. hl:fi . 5. 3?“ o

Sekil 2.5. Uzaysal [0,1] aralif1 i¢in sonlu eleman mesh noktalar

Eleman ve diigtimlerin toplanmas: problem igin sonlu elemanlarin meshleri
olarak ifade edilir. Cok karmagik iglemlerde her bir eleman ikiden fazla diigiimii
kapsayabilir. Sekil 2.6° da grafigi verilen ®@,(x) (1<i< N +1) shape fonksiyonlar

agagidaki gibi tanimlansin.
X , X € Q)
D, (x) = h
0 , X & Q)
(x xi—]) , xe Qi_l
Py
(x - xi) .
d),.(x):<1——1:l— , XE€Q, 2<i<N (2.6)
0 , XEQ, ,UQ,

1+&7D Lcq,
Dy, (x)= hy
0 » X & QN
Burada ®,(x) (1<i<N+1) shape fonksiyonlar, asagidaki Onemli

ozellikleri saglar.

i) Her bir ®@,(x) (1<i< N +1) shape fonksiyonu H [0,1]’ in elemamdir.
Yani ®@,(x) ve onun pargall siirekli tlirevleri [0,1] lizerinde karesi

integrallenebilirdir.

mYM“H(”M”RWW ETTRILY
DOKDRIAN .y oot
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ii) Her bir @,(x) (1<i< N +1) shape fonksiyonu elemanlarin iizerinde
pargali olarak tammlidir ve her bir Q;, (1< j<N) elemam iizerinde lineer

fonksiyondur.

N+l
iif) @,(x;)=6, (1<i,j<N+1) dir. Béylece (D(x)=2a,.(D,(x) test

i=]

fonksiyonunun x; diifimi tizerindeki degeri ®(x,)=aq,’ dir.

iv) Eger |z‘—j| 22 ise ®©,(x) ©,;(x)=0"dir.

Simdi

v _ou
o o’
U(x,0) = f(x) .7
U@,n=g@) ,ULN=g,®)

O<x<1,t>0

baglangig-sinir deger problemini g6z Oniine alalim. Burada x =0 ve x =1’ de sir
. . . . ou oU
sicakliklar1  verilmektedir. (2.2) denklemindeki —a——(O, f) ve E(I,Z) sinir
v

sicakliklari Onceden bilinmediginden bunlar denklemden elimine edilmek

zorundadir. Bunun i¢in test fonksiyonlart ®(0)=0 ve ®(1)=0 olacak sekilde

segilirler.

¢a{ x}

Qa nﬂ
1

I
31’;%{] Xz XS EE Y

Sekil 2.6. [0,]] araliginda tamimh sonlu eleman shape fonksiyonlari x {izerinde
tanimlandi.
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Bu durumda (2.1) probleminin zayif formu

lj( oU dd oU
dx Ox

(I)(x)———+——jalx =0 (2.8)
; ot
sekline doniistir. Buradan U(x,f), (2.7) baglangig ve siir degerlerini saglayacak

sekilde bulunur.

Bu problemin sonlu eleman ¢6ziimiinii asagidaki gibi yapilir. Bir sonlu
eleman mesh’ ini Q,,Q,,...,Q, elemanlari, 0=1x,,x,,...,X,,%y,, =1 diigtimleri
ve @ (x),D,(x),...,D,,,(x) shape fonksiyonlar ile segilir. €, elemanlarinin
uzunluklann A, (1<i< N) ile tammlanir. Bu uzunluklarin en biiyiigi "4" olsun.
Yaklagik ¢oziim U, (x,t) ile tammlanir. Agik¢a / sifira gittigi zaman (ki en biiyiik
elemanin uzunlugu sifira gider) U, (x,#)’ de (2.8) probleminin zayif ¢6ziimii U(x,t)

ye yaklasir.

N+l

U,(x,1)= Zbi D, (x)

seklinde verilen bir sonlu eleman yaklagimi ile (2.8)’in yaklagik formu her ®(x) test

fonksiyonu x =0 ve x =1’ de sifir olmak {izere

1
J.(CD(x) v, , d ou, jdx =0 (2.9)
; o dx ox

olur. Bu durumda yukanda anlatilan (iii) sartindan dolay1 a, =a,,, =0 olmalidir.

Boylece test fonksiyonlar1 dogal olarak
N
D(x) = Zaid),.(x) (2.10)
i=2

olur. Burada g, (2 <i < N) katsayilan keyfi reel sayilardir. Aym sekilde U, (x,t),
(2.7)’ den ¢ikarilan
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U,0,0)= g, (1)
U,(L1)=g,(®)

siir gartlarim saglamasi gerektiginden, b,(f)=g,(¥) ve by, (f)= g,(t) olmaldir.

Boylece,

U,(x,1) = gl(t)q)l(x)+zbi(t)(1)i(x)+gz(t)q)NH(x) (2.11)

i=2

elde edilir. (2.10) ile tamimlanan test fonksiyonlar1 ve (2.11) ile verilen yaklasik
sicaklikla, (2.9) problemi biitiin a, (2 <i < N) degerleri i¢in

N 1 1
Zia{% [@,0)®,(x) dx+b,(0) jcp;(x)cp'j(x) de

= —Z a{ _[q)i (x){%l“ @, (x)+ %(DNH (x)jldx + I(D: (x)[gl (DD (x) + g, (N Dy, (x)]de

: 0

seklindedir. Gerekli islemler yapilirsa

(o P dg dg
jzz(c, 7;— +k; b, (t)j =— [cﬂ 7; +Ciyay 7; +k, g () +ky, g5 (t)) (2.12)

seklinde b,(f) (2<i< N)’ lere bagh bi¢cimindeki N —1 tane birinci mertebeden
lineer adi diferansiyel denklem sistemin bulunur. Burada ¢, ve k, sirasiyla

L

1
¢, =¢; = [0,(x)®,(x)dx
’ ,(1<i,j SN +1) 2.13)
k, =k, = jcp;(x)cp;.(x)dx
0

integralleri ile temsil edilir. (2.6) ile verilen shape fonksiyonlari ile
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1 1 1
‘h = ghl > Covanyvan = ghN » €y = g(hi—l +h)
1 1 1
kyy = E s Kavanyovan =E » Ky =h—i—-1—+_i
Crin = 'l‘hz s Ky = L
6 h

(2.14)

olarak elde edilir. Burada 4, Q, (1<i<N) elemanimin uzunlugudur. Ayrica

li—j|22 ise,

dir.
(2.12) denklemi

d _ D
C— 2O+ Kb()=—c(O)+ d(r)

(2.15)

(2.16)

matris formunda yazabilir. Burada C ve K; (N-1)x(N-1) simetrik, pozitif

tamimli tridiagonal matrislerdir. Bu matrislere sirasiyla kapasitans ve stiffness

matrisleri denir.

ve b(¢), c(t), d(t) vektorleri

[ 5,(1) ] ( 8@ |
by (1) 0
bny=| i |,e=-
by () 0

| by () Cnven&2 (D) |

,d(f) =~

( ky g, () ]
0

0

_kN(N+1)g 2 (f)_

2.17)

(2.18)
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ile verilir. (2.7)’ nin basglangi¢ sartindan
b,(0)= f(x,), 2<i<N) (2.19)

seklinde belirlenebilir.

(2.16) denklemini bir sonlu fark metodu kullanarak ¢ézecegiz. Af zaman

adimy, b vektoriiniin b’ sonlu fark yaklasimi, ¢’ , d’ vektorleri

b =b(jA) , ¢’ =c(A) , d’ =d(jA)

seklinde tanimlanirken (2.16)’ nin zamana bagl tiirevlerinin sonlu fark yaklagim

d 1 f+1 j
—b~—(0"-b") ,
dt ~ At(“ &)

ile tanimlanir. (2.16) denkleminin tiirevsiz terimlerinin degerlerine ¢ ve ¢+ At

zamanlarinda Agirlikli averaj ile yaklagilir. Boylece (2.16) denklemi
L@ )+ KEE +(1-0)8)) = (" ) +0d" +(1-0)d’

sekline doniigiir. Burada 0 <0 <1 agirlik faktoriidiir. 6 =0,0=1/2,0 =1 durumlar

sirasiyla agik (explicit), Crank-Nicolson, kapali (fully implicif) sonlu fark metodlarina
karsilik gelir.

Denklem basit bir diizenleme ile

Db =Eb +¢™ - + A0 +(1-0)d”) (2.20)
olur. Burada D ve E matrisleri sirastyla

D=C+0AtK , E=C-(1-0)AtK (2.21)

seklinde tamimli simetrik, tridiagonal, pozitif taniml1 matrislerdir.
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Her ti¢ durumda da bilinmeyen 5’*'” i belirlemek i¢in lineer denklem sistemi
¢Ozlilmelidir.

0 <0 <1 herhangi bir degerin se¢imi ile E bir regiiler ( invertible ) matris
oldugundan verilen &’,5’"" ve ug noktalardaki g, (z), g,(t) sicakliklarim
belirleyebiliriz. Boylece (2.19) ile tammlanan 5° kullanilarak b',57%,...,57 degerleri
ardigik olarak elde edilebilir. Buradan b’ ve b/ =b,(jAt) bilesenleri U, (x, jAt) * yi

belirlemek i¢in (2.11)’ de yerine yazilir.

2.4.1 Ornek

0 <x <1 sonlu bolgesinde U, =1 baslangi¢ sicakligi ve x =0,x =1 de sir

sicakligy sifir olan 1s1 iletimi denklemini ¢6zmek igin sonlu eleman metodunu

kullanan bir algoritma tamimlayalim:

v _ou
or  ox?
U(x,0) =1

U0, =U@1)=0

h =x, —x, 1<i<N) olmak lizere (2.14) ve (2.15) kullanilarak kapasitans ve

stiffness matrisleri C ve K olusturulur. Af adimi ve 6 tamimlanarak C ve K

matrislerinden D ve FE matrisleri bulunur. Smir sicakligi sifir oldugu i¢in

(g (H)=g,0)=0) ¢’ ve d’ vektorleri sifirdir ve (2.20) denklemi
Db’ = Eb’ (2.22)
olur veya D bir regiiler ( invertible ) matris oldugundan

b’ = D'Eb’ (2.23)

T CRETIM KURULY

e T TR RTE
e BES A A1
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olur. Genel olarak (2.22) denklem sistemini ¢6zmek, (2.23)’ i ¢6zmekten daha
etkilidir. U(x,f) =1 baslangig¢ sartindan dolay, lgo >m N -1 bilegeninin hepsi tek

olarak bellidir. (2.22) yi veya (2.23)’ i ¢ézerek b’* yi buluruz ve bunlar
N :
U, (x, jA) =Y b/ @,(x)
=2

denkleminde yerine yazilarak U, (x,jAf) belirlenir. Burada b/ (2<i<N)
katsayilar1 4’ nin (i —1)” inci bilesenidir.
Ar =0.00025 ve Ar=0.00100 iki farkli zaman artis1 ve 8 =0, 1/2,1 i¢in bu

problemin sonlu eleman ¢oziimii ile tam ¢dziimii Tablo 2.1 de kargilagtirildi. Problem

21 digiim ve 20 eleman ile mesh olusturularak ¢oziildii (2=0.05). 6=0 ve
Ar=0.00100 i¢in sonlu eleman ¢6ziimii kararlililk smirlamasindan  dolay:

anlamsizdir.

At = 0.00025 At =0.00100

I
o
[

x |U(xt) |0=10 |6=05 |06=00 |6-10 |06=05 |8©

0.0 | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 | 0.0000 -
0.1 | 0.1468 0.1463 0.1461 0.1459 0.1468 | 0.1461 -
0.2 | 0.2790 0.2782 0.2778 0.2775 0.2792 | 0.2778 -
0.3 | 0.3839 0.3828 0.3824 0.3819 0.3842 | 0.3824 -
0.4 | 0.4513 0.4500 0.4494 0.4489 0.4516 | 0.4494 -
0.5 | 0.4745 0.4731 0.4726 0.4720 0.4748 | 0.4726 -

Tablo 2.1. 2.4.1. 6rmek problemin 20 eleman ve 21 diigiim iizerinde 6 nin {i¢ farkli
degeri ile Az’ nin iki farkli degeri igin elde edilen niimerik sonuglar ile analitik
¢oziimiin kargilagtirilmasi. ( - : Kararlilik kisitlamasindan niimerik sonug elde

edilemedi.)
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Simdi 1s1 denklemini asagidaki simr sicakliklan ile g6z 6niine alip, sonlu

eleman yontemini uygulamaya caligalim.

_ﬂ(o,t)huo U,n=U,(@)
Ox

l (2.24)
a—(lat) + 1, U(1,1) =U1(t)
X
(2.24) probleminin zayif formu her ®(x) e H [0,1] ve her ¢ > 0 igin
! oU dd oU
[(cb(x)a— + 22 —) dx =W, (1) - mU A1)+ @O)U, () - 2,U(0,1)) (2.25)
; ¢ dx ox

dir. Bir onceki problemde oldugu gibi Q,,Q,,...,Q, elemanlar, x,x,,...,x,,
diigimleri @, (x),®,(x),...,D,,,(x) test ( shape ) fonksiyonlar: ile bir sonlu eleman
mesh’ i se¢ilir.

Yaklagik ¢ozlimiiniin

N+l

U, (x5 =Y.b,0O,x) (2.26)

formunda oldugu kabul edilir. Burada % en biiyiik elemanin uzunlugudur. Her ¢ > 0
ve (2.5) formundaki biitiin test fonksiyonlari igin

: oU,  ddoU
J[@(x) : +*——")dx =0W(U, O~ mU,1,0)+ @O, (1) - 1,U,,(0,)2.27)
; ot dx Ox

elde edilir. Buradan b,(¢) (1<i< N +1) fonksiyonlar i¢in (2.25) birinci mertebeden

adi diferansiyel denklemlerin bir sistemi, yani

N+l dbj
Z ¢y E-l-kijbj(t) :5i(N+1)(U1(t)_,u15j(N+1)bj(t))+5i1 (Uo(t)_ﬂo§j1bj(t))

J=1
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iz
bulunur. Burada ¢, ve k, (2.13) ile verilir ve J; ={O l J Kronecker deltasidir.
SL#E ]

Bu sistem b,(¢f) ve by, (f) de bilinmediginden dolayi, N +1 bilinmeyenli N +1

denklemden olugur. Boylece matris formunda
d
Calz(f) +Kb(t) = ¢(t) (2.28)

yazilabilir. Burada C ve K, (N+1)x(N +1) simetrik, pozitif tamumli, tridiagonal

matrisler olan kapasitans ve stiffness matrisleri

ey + g Ky Ky ]
L S S 10 VA0 ks ky e Koy
c=| + - L, K=| i s : : (2.29)
Covent °7" Cynan v+ kNl kNN kN(N+1)
s k(N+1)] k(N+l)N k(N+1)(N+1) "‘/”1_
ile verilir. N +1 boyutlu b(¢) ve c(¢) vektorleri ise
[ b(0) ] U, |
b, (1) 0
by=|  |,c)=|: (2.30)
by () 0
_bN+1 (t)_ _Ul .
ile verilir.

Bir 6nceki problemde oldugu gibi (2.28) e sonlu farklar uygulanirsa
Db’ =Eb + A0 + At (1-6) ¢’ (2.31)

denklem sistemi elde edilir. Burada D ve E matrisleri, (2.29) ile verilen C ve K

matrisleri cinsinden (2.21)’ e benzer olarak ifade edilir. 5’ ve ¢’ vektorleri ise
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b’ ~ b(jAt) ve ¢’ =c(jAr) (2.32)

ile verilir.
0’ nin 1/2 <6 <1 aralifindaki degeri, her Az zaman adimi i¢in bu aralikta

(2.31) kararli oldugundan tercih edilir. (2.7) baslangi¢ sartindan ° baslangi¢ vektorii
b’ = f(x,) , (1<i<N+1) (3.33)

seklinde belirlenir.

Béylece éo > 1n kullamlmast ile (2.31) ¢oziilerek 57’ ler bulunabilir. Buradan

da U, (x, jAr) ¢oziimii elde edilir.

2.4.2 Ornek

0 < x <1 sonlu bolgesinde U(x,?) =1 baslangi¢ sicakligi,

5lY
—(0,1)=0
plL)

a—U(l,t)+U(1,t) =0
Ox

Robbin sinir sartlart ile verilen (2.1) 1s1 problemini ¢6zmek igin bir sonlu eleman

metodu tanimlayalim.

Bu problem, g, =0,4 =LU,#)=0,U,(t)=0 ve U(x,0)=1 baslangig
sart1 ile (2.27) problemidir. Daha 6nceden oldugu gibi sonlu eleman metodunu
uygulamak i¢in x, (1 <i < N) diigiimleri ve bunlardan faydalanarak her bir elemanin
vzunlugu A4 =x,, —x, 1<i<N) tammlanilir. (2.14), (2.15) ve 4, =0,4 =1
degerleri kullanilarak, (2.29) ile verilen kapasitans ve stiffness matrisleri C ve K

teskil edilir. Az zaman adiminin ve 0’ nmin tamimlanmasi ile D ve E matrisleri

tanimlamlir. U, (#) = U, (¢) = 0 oldugundan ¢’ vektorii sifirdir ve (2.31) denklemi



sekline indirgenir.

Dllj+l =E[2j
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(2.34)

Baglangi¢ sartindan dolay1 l_)o belli oldugundan (2.34) denklemini ¢6zerek

Izj bulunur.

Asagidaki tabloda bu problemin tam ¢oziimii

ile

0=0,1/2,1

vE

At =0.00025, Ar=0.00100 olmak iizere iki farkli zaman adiminda sonlu eleman

metodu ile elde edilen niimerik ¢dziimleri karsilagtirildi.

Burada 0 <1/2 kararlilik stnirlamasindan dolay1 6 =0 ve Az =0.00100 igin

¢Ozlim anlamsizdir [35].
At = 0.00025 At = 0.00100
x | Ux,t) 0=1.0 8=0.5 0=0.0 0=10 |6=05 =0.0
0.0 | 0.9931 0.9932 0.9933 0.9933 0.9930 | 0.9933
0.1 |0.9918 0.9919 0.9920 0.9921 0.9918 | 0.9920
0.2 | 0.9878 0.9879 0.9880 0.9880 0.9878 | 0.9880
0.3 | 0.9804 0.9805 0.9805 0.9806 0.9804 | 0.9805
0.4 | 0.9684 0.9685 0.9685 0.9686 0.9684 | 0.9685
0.5 |1 0.9505 0.9507 0.9507 0.9507 0.9507 | 0.9507
0.6 | 0.9552 0.9253 0.9253 0.9253 0.9254 | 0.9253
0.7 | 0.8908 0.8910 0.8909 0.8909 0.8912 | 0.8909
0.8 | 0.8462 0.8464 0.8463 0.8462 0.8466 | 0.8463
0.9 | 0.7905 0.7907 0.7906 0.7904 0.7910 | 0.7906
1.0 | 0.7236 0.7237 0.7236 0.7235 0.7240 | 0.7236

Tablo 2.2. 2.4.2. 6rnek problemin 20 eleman iizerinde 0’ mn ii¢ ,Ar’ nin iki degeri

i¢in elde edilen niimerik sonuglar ile analitik ¢dziimiin kargilagtirilmasi.( - : Kararlilik

kisitlamasindan niimerik sonug elde edilemedi.)
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BOLUM 3

Bu bolimde test problem olarak kullanilacak olan
—+U—= v? 3.1

Burgers’ denkleminin analitik ¢6ziimii yapilacaktir.

3.1. Denklemin Analitik Coziimii

Burger’s denklemi quasi-lineer kismi diferansiyel denklem oldugu icin
dogrudan analitik ¢éziimiiniin bulunmasi ve bilinen niimerik ¢6ziim metotlarinin bu
denkleme uygulanmasi oldukga gligtiir. Fakat Burgers’ denklemi bir doniisim
yardimiyla lineer hale getirilip ¢6ziilebilen ¢ok az sayidaki non-linecer denklemden

birisidir.

3.1.1. Hopf-Cole Déniisiimii

1950 yilinda Hopf [15]
6,
U=-2 3 3.2
v (32)

seklinde bir dontisiim tamimladi. Burada 6(x,?);

— =y (3.3)

151 denkleminin bir ¢6ziimii ve U(x,r)’ de (3.1) denkleminin ¢6ziimiidiir. Hopf bu

doniistimle Burgers’ denkleminin ¢6ziilebilecegini ifade etti. Daha sonra 1951° de
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Cole [7] asagidaki teoremleri ifade ederek (3.3) 1s1 denklemi ile (3.1) Burgers’
denklemi arasindaki iligkiyi ispatlamig oldu:

3.1.1.1. Teorem:

O(x,1);

0 70
a var

151 denkleminin herhangi bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda;

o,
U(x,t) = 2v—=

dir. Burada U(x,t);

Burgers’ denkleminin ¢oziimiidiir.

Ispat

f = f(x,t) kendisi ve her mertebeden kismi tiirevleri stirekli bir fonksiyon

olmak tizere;

U(x,t) = f,(x,t) 3.4)
olsun. (3.4) denklemi (3.1)’ de yerine yazilirsa,

ot + xS = Vi (3.5)

elde edilir.
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[ =foldugu g6z oniinde bulundurularak, (3.5) denklemi x’ e gore integre
edilebilir. Béylece

Ifxtdx+ _[fxfxxdx = Ivfxxxdx

15 (A = (3.6)

olur.

6(x,t), (3.3) denklemini saglamak iizere;

f(x,t) = FlO(x,1)]

olsun. Bu durumda (3.6) denklemi;

F'(9)8, + %[F'(e)ex = v{[F'(e)ex ]'}
=v[F"(@)0,6, + F'(6)0.,]
=vF"(0)6’ +vF'(0)0,,

olur. (3.3) denklemi kullanirsa

F'(0)8, + %[F’(G)Hx | =vF"@)8? +vF'(6)6,,

F'(@Wo,, + %[F'(H)Hx [ =vF"©)6? +vF'(9)8,,
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa;
[F' @) = 2vF"(6)

bulunur. P(8) = F'(0) denilirse
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[F/@®F =2vF"()
[P@)] =2vP'(6)
P 1

— =—[r®f
=5 = 3;[PO)]
1
P 2v
1
-P'=—(@+
2v( c)
P! ———-1—(0+c)
2v
P=-2v@+c)™
1Ii=—2v(t9+c)’1
do

dF =-2v(@+c)™'do
f(x,t)=F(@)=-2vIn(@+c)+¢

elde edilir. Son olarak (3.4) kullanilir ve ¢ = 0 alinirsa;
Ux,t) =[-2vInf+¢|_
yani

6
U(x,t) = =2v=

dir. Bylece teoremin ispati tamamlanmis olur.
Simdi 6(x,f) baslangi¢ degerini bulmak i¢in, (3.2) doniisimiinde x = & degisken

degisimiyle 0’ dan x’ ¢ kadar integral alinirsa

]'U (&,0)dE =2y lné’(él‘)‘x
= -2v[InA(x,1) - In6(0,1)]

=-2v ln{m}
6(0,1)
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6(x, x))

—(2v)" IjU(g,r)dg—l (0(0 5

o
exp{ 2v)™ IU(g‘,t)df} Hg g

0(x,t) = 6(0,1) exp{— @2v)™! jU(;,z)dg} (.7)
0

bulunur. Kabul edelim ki U(x,#)’ nin baglangi¢ degeri
U(x,0) = Up(x) (3.8)

olsun. Bu durumda
0(x,0) = G(x) = ¢y exp{— @2v)™! IUo (é)dﬁ} (3.9
0

elde edilir. Burada ¢, = 6(0,0) * dir. Ancak (3.2)’ den dolay1 ¢, degeri (3.1) i¢in elde

edilen ¢dziim iizerinde etkili degildir.

3.1.1.2. Teorem:

Burgers’ denkleminin

0.
= Jy-=
U(x,t) VH

ile verilen ¢6ziimii tektir.
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ispat

(3.1) in herhangi bir U(x,t) ¢ozimii (3.7) ile belli olan bir &(x,?)
fonksiyonu tamimlar ki bu @(x,¢) fonksiyonu (3.3) denklemini saglar.

Kabul edelim ki (3.1) denkleminin U(x,t) ve V(x,t) gibi iki ¢6zlimii olsun.
Baglangi¢ sartindan dolay: U(x,0) =V (x,0)’ dir. 8(x,?)’ nin baslangi¢ degeri, (3.9)
ile verilen bir ¢, sabitine bagh olarak verilir.

0(x,0) yalmzca U(x,0) =V(x,0) ’a bagh oldugundan &(x,0) her bir durumda
¢y sabitine kadar aymdir. Aym sekilde smur degerleri i¢in her iki ¢6ziim aym
oldugundan, O(x,t) ¢ozimii aymdir. Fakat U(x,t) ve V(x,t) (3.2)° den elde

edilirler. Boylece;

U(x, t) = V(x,1)

olur.

3.1.2. Analitik Coziim
U,+UU, =vU,,
U(x,0) = Uy(x) = sin(mx) (3.10)
U,ny=U(,t)=0 (3.11)

olarak verilen problemin analitik ¢dzlimiinii bulalim.
Bu problem; D= {(x,t):O <x<1,0<5¢<T } bolgesi lizerinde tanimlidir.Analitik
¢oziim (3.3) 1s1 denklemine kargilik gelen (3.2) doniigiimii ile elde edilir. (3.9) ve
(3.10)’ un kullailmas: ile 6(x,#)’ nin baglangig sart1

0(x,0) = 6,(x) = ¢, exp{— @v)” ]U 0 (f)dﬁ}
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6(x,0) = 0,(x) = ¢, exp{— @™ | sin(ng)dg}
0
a1 x
=c, exp{— 2v)” — [— COS(ﬂf)j }
/4 0
=c, exp{— vz) 1 cos(mc)]}
seklinde bulunur ve (3.2)’ nin kullanilmasi ile €(x,¢) igin sinir sartlari;
6.(0,)=6.(,)=0
olarak bulunur. Béylece (3.1), (3.10), (3.11) problemi
O, =v0,,

6(x)=0(x,0)=cy exp {~ 2var) 1 - cos(m)]}
0,(0,t)=0,(1,t)=0

haline déniisiir.

(3.3) 1s1 denkleminin bir ¢dztimii;
O(x,1) = X&)T(?)

olsun.

% = X'(0)T()

Vel

E}c_z = X"(x)T(t)
-”;tﬁ = X()T'(1)

esitlikleri (3.3) 1s1 denkleminde yerine yazilirsa

XEOT'(t) =vX" ()T ()

(3.12)

(3.13)
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elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

X' LT 12 550 (sabit)
X vT

ve buradan
X"+22X=0
T+ 22T =0

seklinde iki adi diferansiyel denklem bulunur. Bunlarin ¢éztimleri sirasiyla

X = 4, cos(Ax) + B, sin(Ax)

T =ce™ At
dir.

O(x,t) = X(x)T(t)
oldugundan

O(x,1) = [4, cos(ix) + B, sin(ﬂx){ce_ a }
dir. c4; = A, cB; = B olmak iizere;

O(x,)=e" At [4 cos(Ax) + Bsin(/x)]
elde edilir. Sinir sartlarinin uygulanmasiyla;

P _ = FV_ 4ssin(ix) + BAcos(2x)]

&

2
%Cg—(o,t) e~ AV (Bay=0
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bulunur. Bu ise
B=0

olmasin gerektirir. Boylece

2
O(x,t) = de= AV cos(x)
olur. Diger sinir sartinin kullanilmasiyla

2
P _42e~FV sin(ax)
&

B 1,8y = —a2e~PV sin(2) =0
17,4

bulunur. Bu ise
sind =0

olmasim gerektirir. Boylece

sin(A) = sin(nr)

A=nx ,n=0,1.2,...
dir. Buradan
0, (x,f) = 4,e "7 cos(nmx) (3.14)

denklemi elde edilir. (3.14) denklemi siir sartlarii saglar. Baglangic sartim

saglamasi i¢in;

O(x,t)=Ady+y.e " V4 cos(nx)

n=1
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olmalidir. Béylece analitik ¢6ziim igin;

O(x,0) =4, + Ze—nzﬂ 2Wzél,,, cos(nmx) (3.15)

n=1

olarak elde edilir. Burada A4,,4, fourier katsayilaridir ve bu katsayilar alisilmig

anlamda
1 1
4 = J.Ho(x)dx = ¢y Iexp{— (27zv)_1[1 - cos(ﬂx)]}dx (3.16)
0 0
1
4, =2¢ jexp{— (27zv)'1[1 - cos(ﬂx)]} cos(nmx)dx (3.17)

0

seklinde hesaplanir. Boylece (3.2)’ yi kullanarak problemin tam ¢6ziimii;

o izt ,
27szne A4, sin(nmx)
Uxt) = —"———
Ay + Ze_” 2 WA” cos(n7mx)

n=1

o —nlzivt , .
27zvz ne A, sin(nmx)
Ux,t) = —2=1 (3.18)

—n2 72
Ze nemevt 4, cos(nmx)
n=0

olarak elde edilir.
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BOLUM 4

4.1. Sonlu Eleman Metodunun Model Probleme Uygulanmasi
U, +UU, =vU,

ile verilen Burgers’ denklemini

U(x,0) = Sin(nx)
Uuo,n)=U@1,t)=0

baslangi¢ ve sinir sartlari ile g6z 6niine alinsin. B6lim 3’ de verilen
U=-2v6,/6)
Hopf-Cole doniigtimii uygulanarak model problem

06 0’0
—_— =v
ot Ox?

0(x,0) = ¢, expf- (2vm) ™ [1 ~ Cos(m)] }

06 06
—(0,n=—=@L1=0
5, D=0

4.1)

lineer 1s1 problemine doniistiiriliir. 3.1.1.1. Teorem’i geregince &(x,t) lineer 1s1

denkleminin bir ¢6ziimii olmak {izere, (4.1) denklemindeki U(x,#) model problemin

¢ozlimiidiir ve 3.1.1.2. Teorem’i. geregince tek olarak bellidir.

Elde edilen bu 1s1 probleminin sonlu eleman metodu ile niimerik ¢6ziimiinii

elde etmek icin O(x) e H [0,1] test fonksiyonlari segilerek denklem bu fonksiyonlarla

carpilir ve x =0’ dan x =1’ e kadar integralini alinir. Béylece



j D (x )( o' de 0
ox’
elde edilir. Kismi integrasyon yoluyla

1

09 06 do 00 00
Oj ((D(x)g Voo de = v{d)(l)a(l,t) - ®(0) (0, t)} 4.2)

bulunur. (4.2) denklemi lineer 1s1 denkleminin zayif formudur. (N +1) tane

{¥,(x), ¥, (%),..., ¥y, (%)} trial baz fonksiyonunun bir lineer birlegimi olarak

N+l

O(x,0)= > b,(t)¥,(x) 4.3)

seklinde yazilan @ (x,t) , (4.2)’ nin bir yaklasik ¢8ziimii olsun.

Burada 5,(f) (1<i< N +1) keyfi reel sabitlerdir. Ayn1 uzaydan (N +1) tane
test (shape) baz fonksiyonunun {CI)1 (x), D, (x),...,P,,, (x)} bir sonlu lineer bagimsiz
ciimlesi segilsin. Burada her bir ®@,(x)e H[0,]] ,(1<i< N +1)’ dir. Bolim 2’ de

belirtildigi gibi
¥ (x)=D,(x), 1<i<N+1

olarak alinmasi genelligi bozmaz. Boylece (4.3) ile birlikte (4.2) denklemi

1

86 86 do
O(x)—+v—— |[dx =vi ®Q)—(1,1) - D(0 0,t 4.4
J((")at vaxdxj {() wLn- () ()} (4.4)
olur. Her ®(x) test fonksiyonu @,(x)(1<i< N +1) test baz fonksiyonlarimn lineer

birlesimi olarak

N+l
(I)(x) _ Zaiq)i (x) EZMU&PJ \JL
2 Mgy Mumwﬁ:m R
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seklinde yazilabileceginden (4.4) denklemi b,(f) (1<i< N +1) bilinmeyenleri i¢in
(N +1) tane bilinmeyen lineer birinci mertebe adi diferansiyel denklemden olusan
bir sistemine doniistiiriilir. Burada @,(x)(1<i<N+1), bélim 2’ de (2.6)
denklemleri ile tammlanan test fonksiyonlar1 ve a,(f) (1<i<N+1) keyfi reel

sayilardir.

Eger problemin sinir sartlari (4.4)’ e uygulanirsa

j ((D(x)g—f vg—géqu)dx 0 (4.5)

elde edilir. 0 = x,,x,,..., Xy, Xy,; =1 olmak lizere uzunluklar
h=x,-x lJ<i<N
olan Q, elemanlarin1 g6z 6niine alalim. Bu wzunluklarin en biiyiigii # olmak iizere,

teorik olarak 4 — 0 olursa

N+l

0,(x,0) =Y b(")D,(x) (4.6)

seklinde tamimlanan yaklasik ¢6ziimiin (4.5)° in ¢6ziimii olan @(x,t)’ ye
yakinsayacag agiktir.
Boylece (4.6)° nin (4.5)’ de yazilmasi ile

‘I[(D(x)aeh( Hv ae,,( I)de 0 4.7)

0

elde edilir.

Buradan

N+1N+1 N+l N+l

ZZa ( Id) (0D, (x)de = —vZZai[bj I-[(I)ﬁ(x)(D'j (x)dx)

i=1 j=1 i=l j=1
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olur ve biraz daha diizenlenirse b,(f) (1< j< N +1) bilinmeyenlerine bagh (N +1)

tane birinci mertebeden adi diferansiyel denklemden olusan

N+l Jh. N+l
Y, —L==vY bk, (4.8)
=i 1 A1

sistemi bulunur. Burada ¢, ; ve k,; sirasiyla

¢;; = ].(I)i(x)q)j(x)dx

k= [@,(x) @ (x)d

seklinde tammlanmilir. (2.6) denklemleriyle tammlanan @,(x) (1<i<N+1)
fonksiyonlar1 ile, c,; ve k,;, (1<i,j<N+1) agk olarak (2.14) ve (2.15)

denklemleri ile gakigir.
(4.8) denklemi

c%g(t) +vKb(t) =0 (4.9)

seklinde matris formunda yazilabilir. Burada C ve K matrisleri (N +1)x(N +1)

simetrik pozitif tanimli tridiogonal matrisler olup sirastyla

Ci B TV ky e kl(N+1)
C= : : K= : : (4.10)
Cova1 """ Cvanval k(N+1)l e k(N+1)(N+1)

ve b(t) vektorii de
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b, (t)
b, (¢t
b(t) = 2;() (4.11)
b(N+1) (t )
seklinde tanimlidar.

(4.9) denklemi bir sonlu fark metodu kullanilarak ¢ziilebilir. Buna gére At

zaman adimi olmak tizere b’ vektoriiniin sonlu fark yaklagim

b’ ~b(jA)

olarak tanimlamirken (4.9) denkleminin zamana baglh tiirevlerinin sonlu fark

yaklasimi

ile tanimlanir. Bu durumda (4.9) denkleminin agirlikli averaj yaklasimi

ZI;C(_@“‘ ~b)+vK(@®b™ +(1-0)b7) =0

dir. Burada 6 agirhik faktori olup 0<0<1 dir. 6=0,0=1/2,6=1 durumlan
sirasiyla agik (explicit), Crank-Nicolson, kapali (fully implicif) metodlarina kargilik

gelir.

Bu denklem basit bir diizenleme ile
Db’ = Eb’ (4.12)
olur. Burada D ve E sirasiyla,

D=C+WAK , E=C-v(1-0)AK
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denklemleriyle tanimlanan pozitif tammli, simetrik, tridiogonal matrislerdir. Lineer
151 denklemi i¢in elde edilen baslangig sartindan (c, =1 alnarak) b° baslangic

vektorii
b’ = f(x,),1<i<N+1

seklinde belirlenir. Burada (4.12) ile elde edilen denklem aslinda her j degeri icin
(N +D)x (N +1) seklinde bir lineer denklem sistemidir. Bu lineer denklem sistemi
degisik metodlar ile ¢6ziilebilir. Bu ¢alismada Crout yontemi kullanilarak ¢oziimler
elde edildi.

Lineer 1s1 denkleminin ¢6ziimii bulunduktan sonra, model problemin

¢Ozlimiiniin bulunabilmesi igin tekrar (4.1) Hopf-Cole doniisimii kullamidi ve

doniistimdeki 6, degeri i¢in

0 = ei{+l _91{1
* 2h

merkezi fark tiirev formiilii yazilarak niimerik sonuglar elde edildi. Sonuglar tablo ve

grafikler ile verildi.

4.2. Niimerik Coziimiin Kararlilk Analizi

Model problem igin “/4” uzunlugu sabit alinmak iizere (2.14) ile tanimlanan
C ve K (N+1)x( N+1) simetrik, pozitif tamimli, tridiogonal matrisleri sirasiyla

— N
_ s
A e
[a—

_— N
N =



Ve

olarak elde edilirler. (2.21) ile tanimli

2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
-1 1
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taniml1, tridiogonal matrisleri siras1 ise

2+ 66r
1-60r

4 +120r

1-60r
1-66r
1-66r 4+126r 1-—60r

1-60r 4+120r

1-66r

D ve E (N+1)x( N+1) simetrik, pozitif

1 66r
2+ 60r |

[2—6(1-0)r
1+ 6(1-0)r

1+6(1-0)r
4-12(1~0)r
1+6(1-0)r

1+ 6(1-8)r

4-12(1-0) 1+6(1-0)r

1+6(1-0) 4-12(1-0)r 1+6(1-0)r
1+6(1-0)r 2-6(1-8)r

olarak elde edilirler. Burada r = %{ > dir. Matris yontemine goére l p(D"E)I <1
h

kalmasiyla (4.12) sonlu eleman denklemi kararli olur. Burada p(D™'E), D'E’ nin

spektral yarigapidir. Spektral yarigap tanimindan
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ST

4-12(1-0)r + 2(1 + 6(1 - 8)r) cos

Ao = 2 1<i<N+1
; 441207 +2(1 - 60r) cos —
N+2

olarak elde edilir. Boylece yontem, eger 0<0<1/2 ise O0<r< icin ve

1/2<6<1 ise her r > 0 i¢in (4.12) kararhdir.

4.3. Niimerik Sonu¢ Ve Tartisma

Pentium 200 MMX bilgisayarda Microsoft Fortran derleyici kullanularak,
sonlu eleman metodunun verilen model probleme uygulanmas: ile elde edilen
nimerik ¢6zlimlerle analitik ¢oziimler karsilagtinldi. Tablo 4.1.” de 6=0, v=1,
At=0.00001, #,,,,=0.1 olmak tizere N’ nin doért farkli se¢imi i¢in elde edilen niimerik
¢oziimler ile analitik ¢Oziimler kararlilik kisitlamasina bagli kalmak kosulu ile
kargilastirildi ve iyi sonuglar elde edildi. Benzer sekilde 6=0.5 ve 6=1 i¢in aym
sartlar altinda (At=0.00001, t,,=0.1, v=1) niimerik ¢6ziimler ile analitik ¢éziimler
kargilagtirild: (Tablo 4.2., Tablo 4.3.) ve 0’ nin her t¢ degerinde de, kiiciik A
degerleri igin araliklarda daha iyi sonuglar elde edildigi gozlendi. 0’ nin her ti¢ degeri
icin, v>0.004 olmak lizere elde edilen niimerik ¢6ztimler yine 6=0 igin elde edilen
kararlilik kisitlamasina bagli kalmak kosulu ile parabolik denklemin yapisinin
degismedigi gortldi(Sekil 4.5- Sekil 4.13). v<0.004 icin verilen parabolik

LX)

denklemin yapisinin degistigi gortildu (Sekil 4.14).
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X Nimerik Cozim Analitik Cozim
N=20 N=40 N=80 N=100
0.1 0.10969 0.11038 0.11031 0.10947 0.10954
0.2 0.20977 021126 0.21076 0.21003 0.20979
0.3 0.29101 0.29323 0.29283 0.29227 0.29190
0.4 0.34601 0.34868 0.34865 0.34823 0.34792
0.5 0.36777 0.37149 0.37200 0.37169 0.37158
0.6 0.35358 0.35798 0.35887 0.35886 0.35905
0.7 0.30381 0.30828 0.30942 0.30953 0.30991
0.8 0.22257 0.22615 0.22729 0.22737 0.22782
0.9 0.11756 0.11967 0.12028 0.12041 0.12069

Tablo 4.1. 6=0, v=1, At=0.00001, #,,,,=0.1 icin elde edilen niimerik ¢6zlimler ile
analitik ¢6ziimlerin kargilastiriimasi.

x Niimerik Coziim Analitik C6ziim
N=20 N=40 N=80 N=100
0.1 0.10976 0.11032 0.10966 0.10989 0.10954
0.2 0.20971 0.21121 0.21032 0.21040 0.20979
03 0.29076 0.29307 0.29250 0.29263 0.29190
0.4 0.34535 0.34858 0.34841 0.34850 0.34792
0.5 0.36721 0.37156 0.37187 0.37202 0.37158
0.6 0.35325 0.35783 0.35879 0.35899 0.35905
0.7 0.30359 0.30832 0.30938 0.30961 0.30991
0.8 0.22246 0.22617 0.22724 0.22743 0.22782
0.9 0.11757 0.11959 0.12033 0.12041 0.12069

Tablo 4.2. 6=0.5, v=1, At=0.00001, #,.,=0.1 i¢in elde edilen niimerik ¢dziimler ile

analitik ¢dziimlerin karsilagtirilmasi.
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x Niimerik C6ztim Analitik C6ziim
N=20 =40 N=80 N=100
0.1 0.10911 0.10972 0.10989 0.10998 0.10954
0.2 0.20858 0.21025 0.21045 0.21050 0.20979
0.3 0.28930 0.29243 0.29273 0.29273 0.29190
0.4 0.34402 0.34814 0.34858 0.34865 0.34792
0.5 0.36645 0.37105 0.37195 0.37199 037158
0.6 0.35256 035772 0.35900 0.35906 0.35905
0.7 0.30320 0.30817 0.30951 0.30965 0.30991
0.8 0.22227 0.22612 0.22734 0.22744 0.22782
0.9 0.11754 0.11966 0.12038 0.12036 0.12069

Tablo 4.3. 6=1, v=1, At=0.00001, #,4,=0.1 i¢in elde edilen niimerik ¢oziimler ile
analitik ¢oziimlerin karsilastirilmasi
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Tablo 4.4.° de v=0.1, A =0.0125, At =0.0001 ve 0’ mn her li¢ degeri i¢in

farkli zaman adimlarinda elde edilen niimerik ¢6ziimler ile analitik ¢6ziimlerin

kargilagtinldi. Analitik ¢oziimler ile niimerik ¢6ziimlerin uyum igerisinde oldugu

gozlendi.
x bnax Niimerik Céziim Analitik Coziim
0=0 0=0.5 0=1

0.25 0.4 0.31420 0.31420 0.31429 0.30889
0.6 0.24368 0.24368 0.24373 0.24074
0.8 0.19756 0.19753 0.19758 0.19568
1.0 0.16391 0.16387 0.16391 0.16256
3.0 0.02742 0.02740 0.02743 0.02720

0.5 0.4 0.57629 0.57630 0.57636 0.56963
0.6 0.45164 0.45165 0.45169 0.44721
0.8 0.36243 0.36241 0.36245 0.35924
1.0 0.29437 0.29433 0.29437 0.29192
3.0 0.04051 0.04053 0.04057 0.04021

0.75 0.4 0.62603 0.62598 0.62592 0.62544
0.6 0.49039 0.49038 0.49034 0.48721
0.8 0.37716 0.37713 0.37713 0.37392
1.0 0.29019 0.29014 0.29016 0.28747
3.0 0.03000 0.03002 0.01334 0.02977

Tablo 4.4. v=0.1, 4 =0.0125, At =0.0001 igin farkli zaman adimlarinda elde edilen

niimerik ¢6ziimler ile analitik ¢6ziimlerin karsilagtirilmasi.
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Tablo 4.5. de v=0.01, h =0.005, At = 0.00025 ve 0’ nin her ti¢ degeri icin

farkli zaman adimlarinda elde edilen niimerik ¢6ziimler ile analitik ¢oziimlerin

karsilagtirlldi. Analitik ¢6ziimler ile niimerik ¢6ziimlerin uyum igerisinde oldugu

gbzlendi.
x Lnax Niimerik C6ziim Analitik Coziim
6=0 6=0.5 6 =1

0.25 0.4 0.34843 0.34837 0.34817 0.34191
0.6 0.27333 0.27332 0.27327 0.26896
0.8 0.22452 0.22453 0.22454 0.22148
1.0 0.19040 0.19041 0.19045 0.18819
3.0 0.07545 0.07545 0.07547 0.07511

0.5 0.4 0.67128 0.67049 0.66741 0.66071
0.6 0.53692 0.53645 0.53458 0.52942
0.8 0.44467 0.44439 0.44326 0.43914
1.0 0.37862 0.37845 0.37776 0.37442
3.0 0.15090 0.15088 0.15086 0.15018

0.75 0.4 0.92534 0.92382 0.91781 0.91026
0.6 0.77982 0.77836 0.77260 0.76724
0.8 0.65666 0.65563 0.65159 0.64740
1.0 0.56298 0.56229 0.55955 0.55605
3.0 0.22599 0.22593 0.22576 0.22481

Tablo 4.5. v=0.01, h =0.005, At =0.00025 i¢in farkli zaman adumlarinda elde

edilen niimerik ¢oziimler ile analitik ¢6ziimlerin karsilagtinimas:
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X
Sekil 4.1. v=0.5, #=0.01, Ar=0.00001 icin farkli zaman adimlarinda elde edilen

niimerik sonuglar
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Sekil 4.2. v=0.5, #=0.005, Ar=0.00001 icin farkli zaman adimlarinda elde edilen

niimerik sonuglar
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Sekil 4.3. v=1, #1=0.005, At =0.0000025 i¢in farkli zaman adimlarinda elde edilen

niimerik sonuglar

0,8 U
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06 =06
- 08
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Sekil 4.4. v=0.1 ,4#=0.0125,Ar =0.001 i¢in farkli zaman adimlarinda elde edilen

niimerik sonuglar

X
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Sekil 4.5. v=0.009, 4=0.005,A¢r =0.0002, 6=0 icin fakli zaman adimlarinda elde
edilen niimerik ¢6ziimler.
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edilen niimerik ¢ozlimler
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Sekil 4.6. v=0.005, #=0.005,Ar =0.0005, 6=0 i¢in fakli zaman adimlarinda elde
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Sekil 4.7. v=0.004, #=0.005,Ar =0.0005, 6=0 i¢in fakli zaman adimlarinda elde

edilen niimerik ¢dztimler

)
1,2
11 _ AR
- - e 7S o
-7 o M
T . -7 WA
08 =01 " t=0.3.-t=05_-- X
- - P < i
0'6 | -7 e ‘\\\
v & o2 \\\
-7 \
0,4 7 Ve e - W
-7 )
- \
- - \‘
02| /.= ‘
0 Al \
0 0,1

0,2 0:3 o,l4 0,I5 0:6 0:7 0:8 0:9 1
x
Sekil 4.8. v=0.009, #=0.005, Az = 0.0005, 6=0.5 i¢in farkli zaman ad

mlarinda elde edilen niimerik ¢6ziimler
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Sekil 4.9. v=0.005, #=0.005, Az =0.0005, 6=0.5 i¢in farkli zaman adimlarinda elde

edilen niimerik ¢ézlimler

1,2 U
1] B
~ 2 3 \\ \
~ - Y
0,8 1 t=0.1 t=0.3 .~ t=05.- Yy
~ -5 W
_ -
0,6 ] pd o - \\\
oo "
0.4 - 7 i \
02{ -7 4
2t \
0 ¥—— . , ; . . ,
0 o1 02 03 04 05 06 07

0:8 0:9 1
X
Sekil 4.10. v=0.004, #=0.005, At =0.0005, 6=0.5 igin farkli zaman adimlarinda elde

edilen niimerik ¢6ztimler
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Sekil 4.11. v=0.009, Ar = 0.0005, #=0.005, 6=1 farkli zaman adimlarinda elde
edilen niimerik ¢6zlimler.
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Sekil 4.12. v=0.005, At = 0.0005, #=0.005, 6=1 farkl zaman adimlarinda elde
edilen niimerik ¢6ztimler.
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Sekil 4.13. v=0.005, Ar = 0.0005, 4=0.005, 6=1 farkli zaman adimlarinda elde
edilen niimerik ¢éziimler.

X
Sekil 4.14. v=0.001, #=0.025, At = 0.05, tnax=0.5 i¢in elde edilen niimerik sonug
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